OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA
SUCEAVA, 18 februarie 2018
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE-CLASA a IX-a

1. a) (3p) Demonstrati ca, pentru orice trei numere reale a,b,c, are loc inegalitatea:

(a+b+c) £3(a2+b2+c2).

b) (4p) Fie X,y,z trei numere reale cu proprietatea x> +y? +z% <9. Si se arate ca:
1 1 1
>1.

\j’xz+yz+3+\/y2+xz+3+\/zz+xy+3_

*k*k

G.M.12/2012

Solufie: 2) (a+b+c)’ sS(a2 +b? +cz)<:>a2 +b? +c? +2ab+2ac+2bc£3(a2+b2+cz)<:>

2ab+2ac+2bc < Z(a2 +b%+c? ) <(a- b)2 +(b— C)2 +(c— a)2 >0, inegalitate adevirata.

b) Din inegalitatea CBS deducem ca:

1 1 1 (1+1+1)° 9
>

\/x2+yz+3 +\/y2+xz+3+\/zz+xy+3 _z\/x2+yz+3 :Z\/x2+yz+3
Este suficient sa demonstram ca Z«/XZ +yz+3<9.

Aplicand inegalitatea de la punctul a) se obtine (Z»\/xz +yz+ 3)2 < 3(Z(x2 +yz+ 3)) =
=3(x2+y2+22+xy+ yz+xz+9)£81:> Z\/x2+yz+3s9 2

Din inegalitétile (1) si (2) se obtine concluzia. Egalitatea are loc pentru Xx=y=2= \/§ .
Barem:
a) (a+b+c)’ s3(a2 +b? +c2)<:>a2 +b%+¢? +2ab+2ac+2bcs3(a2 +b? +c2) ...........

1)

Finalizare demonStratie. . ... ....ouuiuen ittt
1 1 1 9

\/x2+yz+3+\/y2+xz+3+\/zz+xy+3 ZZ\/x2+y2+3

Demonstreaza Z»\/ X2+ YZ 43 S
1 1

Finalizare

b) Demonstreaza

+ + >
JE+yz+3 Y2 +xe+3 \Jy2+xz+3
n+2017 . n+2018

1p
2p

1p
2p

1p

2. (7p) Determinati numerele naturale nenule n pentru care [ si sunt numere naturale.

]

Prelucrare G.M.

Solutie. Fie peN". Avem [\/ﬁ]z pop<Jn<p+lep?<n<p?+2p, neN.
n+ 2017 e n+ 2018

p

N

Daci n e{pz, p? +1,..., p +2p—1} , rezulta [«/n +1]= p. Tn acest caz

unde deducem in mod necesar cd p=1=>n=1sau n=2.
n+2017 n+2018
eN €

, N <
p+1 p

Dacd n=p?+2p= [x/n +1] = p+1. Conditiile din ipoteza devin

2 2
p?+2p+2017 _ p?+2p+2018 _ 2016 2018

p+1 p p+1 p
obtinem n=3, respectiv n=8. In concluzie, numerele naturale care satisfac cerintele sunt 1,2, 3 si 8.

eN, de

N« ——,—— e N. Singurele valori pentru p sunt 1 si 2, de unde



Barem.

[«/ﬁ]zp@ps\/ﬁ<p+1<:>pzsn3p2+2p .................................................... 1p
Tratarea cazului cand n e{pz, p? +1,..., p +2p—1} ................................................ 3p
Tratarea cazului CAN N= P2 42D c..eeeeee oo 3p

3. Se considera functia f 'N" 5N, definita prin:
f(1)=1si f(n):{

(5p) a) Calculati f(2017); (2p) b) Gasiti o functie g:N" — N care satisface go f =1 si fog#l.,

f (n—1)+2n-1, daca n>2,n numar par

f (n—2)+4n—4, daci n>3,n numar impar '

unde 1N* reprezintd functia identicd a multimii N* .
Dan Popescu, Suceava
Solutie. a) f (2) =f (1)+2- 2-1=4.
f(3)=f(1)+4-3-4=1+12-4=9.
Se arata folosind metoda inductiei matematice ca f(n)=n?vneN . Deci f(2017)=2017°.

Jn,n este patrat perfect

b) Putem considera, de exemplu, o functie definita astfel g(n)= {2 et
, nres

Avem g f (n)):g(nz):n,VneN*, deci gof=1..

Pentru orice numar natural k, care nu este patrat perfect, avem f (g (k)) =f(2)=4,deci fog ;th* .

Barem.
a) Calculeaza f(2) ........ooiiiiiiiiiiiii 1p
Calculeaza (3) .. ..o 1p
Demonstreazi inductiv c¢a f (n)= AR N 3p
b) Construieste o functie cu proprietatile Cerute. ..........ooeviiiiiiiiiiiiiii e, 2p

4. Fie ABC un triunghi oarecare, M mijlocul laturii [BC] si D, E, F trei puncte coliniare astfel incat
D<(AB),E (AM),F &(AC).
(4p) a) Sa se arate ca E este mijlocul segmentului [DF] < DF||BC;

(3p) b) Daca AD = % AB si E este mijlocul segmentului [ AM ], atunci BE || MF .

Cristian Amoraritei, Suceava

AD AF
Solutie. a) Notaim — =k,—=
olutie. a) A5 AC p

Presupunem ca E este mijlocul lui [DF]. Rezultd
N S
AEzz(ADJrAF):E(kABerAC) si AM=§(AB+AC).

Deoarece AE,AM sunt vectori coliniari rezultd ci k = p, adica
AD AF
AB AC’
triunghiul ABC rezulta ca DF || BC.
Reciproc, presupunem c¢d DF|BC si din teorema
fundamentala a asemanarii obtinem aADE ~aABM si AaAEF ~AAMC . Rezulta
AE DE EF
AM BM MC
b) BE == (BA+BM )= —= AB -+~ BC = —= AB +=(AC — AB) =~ AB+ = AC (1)
2 2 4 2 4 4 4

Din reciproca teoremei lui Thales aplicata in

= DE =EF = E este mijlocul lui [DF].



Deoarece E €(DF), rezulta ci exista A< (0,1) astfel incat AE = 1AD +(1-1)AF <

lﬁ+lﬁzﬂ-gﬁ+(l—ﬂ)pﬁ<:>lz -Ez(l—/l)p:wl:ipzz.Obginem:
4" 4 5 475 8'" 3

= 2 1 1 1. .MW2 . 5
MF = AF — AM =~ AC —~(AB+ AC)=—-> AB+- AC = ZBE , de unde rezulta BE || MF .
3 2 2 6 3
Barem.
a) Demonstreaza implicatia dir€Cta...........c.oiiiiiiiii i e
Demonstreaza implicatia TECIPIOCA. .. ..vut ettt ettt etete et et eeeaeaeateeeeennaneennees
b) Demonstreazd BE = —% AB + % AC e,
. . AF 2
DemOonStreaza C8 ——— = — ... e
AC 3
Arati MF = %ﬁé .........................................................................................

Nota: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.

2p

1p

1p
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