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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala, 22 februarie 2020
Barem de corectare clasa a I X-a

PROBLEMA 1
(4p) a) Sa se determine numerele X,Y,z,t € (O, oo) daca xy =zt =1 si
\/x+y+z+t(\/1+x + 1ty +v1+2 +\/1+t):8\/§.

(3p) b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia [X]+ﬁ = {X}+ {%} :

(prin [X] si {X} S-a notat partea intreaga, respectiv partea fractionara a numarului real X)

Solutie:

a)Din 1+ x> 24/x,1+y >2,[y avem A+x0)A+y)=4/xy=4si Vi+x+/1+y>

2\/\/(1 +x)(1+y)=2v2 ,AnalogVl+z+VI+t=>2V2. ... 1 punct

Din x+y>2xy, z+t>2Jzt avem x+y+z+t =2 xy +2Vzt =4...................... 1 punct
deci Jx+y+z+t(VIi+x+/1+y+VI+z+V1+¢)=2(2v2+2V2)=8V2......... 1 punct
Cum avem egalitate, in ultima inegalitate, rezulti ci x + y = 2,/xy,z + t = 2+/zt, decix = ysiz = t.
Cumxy=zt=1lobtinemx =y=z=¢t=1.......... 1 punct

(selectata din GM 5/2019 si propusa de prof. Alexutan Klara — Colegiul Tehnic “Alesandru Papiu
llarian” Zalau)

1

[x]

=2= {X} =1 imposibil!. Asadar avem [x|>2 ...... 1 punct

b) Fie X 0 eventuali solutie a ecuatiei, atunci {x} e (0,1) si astfel [X]+ >0, deci [x]>0.... 1 punct

Daci [x]=1, atunci {x}+ L

[

Fie [x]J=k,keN,k>2 si {x}=a,a<(01). Ecuatia devine k+%=a+l<:>(k—a{1—kij=0.
a a

Deoarece k —a #0, deduce ca 1—% =0=a= % , deunde x=k +% . Se verifica faptul ca numerele de
a

forma k +%, k e N, k > 2 verifica ecuatia ..... | punct

(selectata din problemele Concursului Viitori olimpici de prof. Opris Adonia-Augustina — inspector
scolar)
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PROBLEMA 2

Demonstrati cd pentru orice n e N* avem:

»\/n+1+\/n+2+ +\/’2n+2< 1 N 1 - 1
n+2 n+3  2n+3  Jn+3 Jn+da T on+a

(3p)b) v1-2++2-3+...+./n(n +1)<n(nT+2).

(4p) )

Solutie:

a)Avem Jn+1: v+l < Jn+1 = Jn+1 = l .S N 2 puncte
n+2  J(n+2)? J(n+2)*-1 J(n+H(n+3) n+3

Analog avem
Jn+2 _ n+2 | Jn2 Jnv2 1
n+3  Jn+3? J(n+3*-1 J(n+2)(n+4) Jn+4
............................................................................................................ 1 puncte
van+2 _ Jn+2 o Jenv2 Jn+2 1
2n+3 \/(2n+3)2 \/(2n+3)2_1 J@n+2)@2n+4) 2n+4

Adunand aceste relatii, membru cu membru, obtinem inegalitatea ceruta..............cocceeeevuerncnnnene 1 punct

(problema propusa de Liceul Teoretic "lon Agarbiceanu’ Jibou)
b)Din inegalitatea mediilor avem

V12 <¥,\/2-3<¥,...,,/n(n+1)<%n+l) ................... | punct

Adunand relatiile, se obtine

\/1-2+\/2-3+...+,/nin+1)<l;2+2+3+...+n+(n+1)

2 2
_ 142424343 +.4n+n+(+1) _1+2(2+3+..+n)+(n+1) T I punct
2
(n+2)n-1)
:1+2+(n+1):l+n2+n—2+n+1: n’+2n_n(n+2) | punct

2 2 2 2

(selectata din “Olimpiade si concursuri scolare 2015-201, clasele 1X-XII" ed. Paralela 45 si propusa de
prof. Alexutan Klara — Colegiul Tehnic "Alesandru Papiu Ilarian” Zalau)

PROBLEMA 3

Se considerda multimea A= {1, 2,3,...,99, 100}. Determinati numarul tripletelor (X; Y; Z) e AxAxA cu
proprietatea ca X<y <z, iar X, Y, zsunt termenii consecutivi ai unei progresii geometrice cu ratia numar
natural.
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Solutie:
Notand cu r e N —{0,1} ratia progresiei geometrice, avem y=xr si z=xr? si din faptul ci X, y, zsunt

termeni consecutive se obtine 1<X<Xr< xr?<100=r? < @ <100. Dar reN- {0,1}, deci

X
re {2,3,...,10} ...................... 2 puncte

Daca r =2, atunci XS%:ZS si obtinem 25 progresii geometrice. Daca r =3, atunci XS% si
obtinem 11 progresii geometrice. Daca r =4, atunci XS% si obtinem 6 progresii geometrice. Daca
r=>5, atunci XS%:4 si obtinem 4 progresii geometrice. Dacda r=6 si r=7 atunci XS% :

. 100 . .. A . A T 9 .
respectiv x < 9 si obtinem cate 2 progresii geometrice in fiecare situatie. Daca r=8, r=9 si r=10

atunci x < @ y X< @ , respectiv x < fﬂ =1 si obtinem cate 1 progresie geometrica in fiecare situatie.

................ 4 puncte

In concluzie, exista 53 triplete cu proprietatile din enunt.

(selectata din problemele Concursului Viitori olimpici de prof. Opris Adonia-Augustina — inspector
scolar)

PROBLEMA 4
Tn patrulaterul ABCD), fie O intersectia diagonalelor, iar M, P,Q pe (BD), (AB) respectiv (DC), astfel
ncat 5 _ g AP _3 PR3 Nowm PP 5 Oy,
MD PB QC 3 oB OA
3p) a) Si se arate ci 0Q = —L—AC + ——~—BD
(3p) a) Sa se arate ca 0Q = 5D g, B0

(4p) b) Dac vectorii AM, 0Q si CP sunt coliniari, aratati ca ABCD este paralelogram.

Solutie:
. DQ _5 ——  30D+50C
a) Dan—C—3:>0Q— e, 1 punct
Dar 0D = ——BD,iar 0C = 2=AC .....ooooeooeeeeee . 1 punct
k+1 p+1
Obtinem 0Q = —Y—AC + —~—BD Ipunct
inem 0Q = 5+ D) B D) DD evreere s p

b) Consideram baza {R , Ej} si obtinem:

AD = AC + BD,
p+1 k+1
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— 1 1
AB=p+1AC—k+1BD,
CF=-—L ¢ -—BD.
p+1 k+1
AM = ﬁﬁf + %E_ﬁ Y o ¥ (o1
CP = ﬂ_) - ;Eﬁ vev v e Lpunct
4p+1) 4(k+1)

. S ko . 5
Deoarece vectorii sunt coliniari obtinem: p = 4;:’—_1 sidp+1= ﬁ = p=k=1..lpunct

Deci, O este milocul diagonalelor si rezulta cda ABCD este paralelogram ............... Ipunct

(selectata din supliment G.M. si propusa de Liceul Tehnologic “Gheorghe Pop de Basesti” Cehu
Silvaniei)





