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ClasaalX-a
Problema 1. Demonstrati ca, daca sirurile de numere reale (X,)..;» (Vo)1 (Z,)ns1, indeplinesc
conditiile :
a. x,V.z el2, 2], (V)n=>1;
b. x>y’ +z? (V)n>L1.
atunci ele sunt giruri constante.
Florin Stefan Marcu, Calarasi

Solutie: a. =X’ <4<y2+z% b.=>x2=4=y2+2>=x =2,y =2, =+/2, VneN".

Fie triunghiul ABC dreptunghic in A si punctele M, N, P astfel incat CM = MB, 2AN= NB si CP+NP=
0. Si se arate cd ANMP este romb daci si numai daca 2|ﬁ|= |B—C)|

ANMP este paralelogram si diagonalele sunt perpendiculare daca si numai daca AC= CM.

Problema 2. Fie triunghiul ABC dreptunghic in A si punctele M, N, P astfel incatCM = MB,

2AN = NB si CP+ NP =0. Si se arate c& ANMP este romb
Corina lonescu, Calarasi

Solutie: ANMP paralelogram; ANMP romb = AACM echilateral = m(<«ABC)=30" = Z‘A_Cf‘ = ‘B_C"
2| AC|=|BC| = m(«ABC)=30 = AACM echilateral = ANMP romb.

Problema 3. Se considera meN, m>2 si & eR\{O}. Daca numerele reale &, a,, ..., a, suntin
progresie geometricd cu ratia m, atunci determind toate numerele neNN, n>3 pentru care existd
k eN, k>3si numerele reale x;, X5, ..., X, cu proprietatile:

c. numerele X, Xy, ..., X, sunt in progresie aritmetica;

d. X =a si X, =a,_q;
e. X1+X2+...+Xk:a1+a2+...+an.
Gheorghe Stoianovici, Calarasi

(a1 +a1m"’2)k

Solutie: X +Xo+...+ X =3y +a +...+a, < >

=a1(1+m+m2+...+m”‘1)<:>

) 2(1+m+m2+...+m”‘1) 2

= ; presupunem n=3=Kk =2[1+ 1m—J dacd p este un numdr prim

1+m"2 +m
2

astfel Tncat p|m si p|m +1=p=L m+1>3 si ireductibilda implicd Kk ¢ N, contradictie;

1+m
presupunem n=4=k=2(1+m)eN, 2(1+m)=3; presupunem n>5=

(= 2(m+1)+ Z(m2 +...+m“—3); . 2(m2+...+m”‘3)

o~ — <l=keN; n=4 este singura solutie.

1+m 1+m

Problema 4. Determina toate functiile f ‘N* — N, care respectd, simultan, conditiile:

i. Existd aeN", cu proprietatea f(a)=1.

ii. Daca K, m,neN*gil+£=£, atunci —— + =
k m n f(k
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1 1 1 1 1

1 "
Solutie: —=—+—— | V \
e n+1+n(n+1)' nehN'= () f(n+1) f(n(n+1))>f(n+1):
= f(n+1)> f(n); presupunem a>1= f(a)> f(1)>1=1>1, contradictie=a=1,
Lol neN's L _ 1 1 t(an)=2f(n) vneN";f(2n)=2f(n)si

f(n) f(2n) f(2n)

f (1) =l=f (2k ) =2X vkeN*; functia f strict crescatoare, f (Zk_l) = ok si f (2k ) =2k,

vkeN" = f(n)=n, Vne {Zk_l, AR R Zk} ; existd o singurd functie f :N*—N" care

respecta, simultan, conditiile i. si ii.

Clasaa X - a
Problema 1. Aratati ca, oricare ar fi numerele reale x, y € (1, oo) , are loc inegalitatea :

(IgI0-X)? + (Ig i0-y)? > 19100 X-¥)"

13
Florin Stefan Marcu, Calarasi

Solutie: (Igv/10-x)* = (ng+l) - (Ig3fi0-y)? = (Igy+1) (|9100-X-y)2:(ng+|gy+2)2;

13 13
2 2
=|gx+1,b:lgy+1:>(|g\/1o.x)2+(|g§/1o.y)2zwa% % (aIBb) I

& (9a-4b)* >0.

Problema 2. Se considera £eC\R, e*=1 si zeC\{0}. Afixele numerelor complexe

1+ .. .
Tg-z, €%, -7, sunt punctele A B, C, punctul M este mijlocul segmentului [BC], punctul

N e[AB] astfel ncit 3AN =AB si punctul Peste mijlocul segmentului [CN]. Demonstrati cd
patrulaterul ANMP este romb.

Corina lonescu, Calarasi

. 1 1
Solutie: punctele M, N, P sunt afixele numerelor complexe - z, 0, Eg-z;

AN =NM = MP = PA=%|Z| = patrulaterul ANMP este romb.

1 1
Problema 3. Rezolvd ecuatia [625X +5X J(Slx +3X J =900.

Solutie: x<0= [625X +5X J[Slx + 3% J

1 1 1
= = OX+—
{625X +5X}[81x +3XJ \/625X 5% -\/81X -3%¥ =4.15 ox >4-15% =900;

1 1
[625)‘+5XI81"+3XJ:900<:>2x+2i:2<:>x:%.

***

X



Problema 4.
Sa se determine functiile f :(0,00) >R cu proprietatea

In(xy)< f(x)+f(y)-x—y<f(xy)—xy, VX, y €(0,).

*k*

Solutie: In(xy)< f(xy)—xy, Vx, ye(0,0)=t+In(t)< f(t), Vte(0,0); x=y=1=0<f(1)-1<0=

)<
:f(l)zl;y=1:>03f(x)+f()1(j x——<0:>(f - X)+ ( (%)—%J:O:

X
:>(f(x)—|nx—x)+(f(3]—| l_lj__mx_ml:o;
< A 1 11
presupunem ci 3t e R asfel incat t+In(t)< f (t)=( f (t)—lnt—t)“‘(f (IJ_IHE_J>0:O>O'

contradictie; f(x)=Inx+x, ¥xe(0,+wx).

Clasaa Xl - a

Problema 1. Fie A, B € M,(C)astfel incat A+ B = AB. Demonstreaza cd AB = BA.

*k*k
Solutie: A+B=AB & (1, - A)(I,-B)=1,=3(l,—A)"in My(C) si (I,-A)"=1,-B=
=(1,-B)(l;-A)=1,< A+B=BA; A+B=AB si A+B=BA= AB=BA
Problema 2.

11
Determinati matricele A€ M,(R), cu propriettile det(A2 +1, ) =0 si A% + AP = (1 J :

Florin Stefan Marcu, Calarasi

Solutie: A®Y + A* = G 3 = (det A)*™° -det(A’ +1,) =0<>det A=0; trA=x=

AZ—XA+(detA)|2:02® A2=X'A3A2017=X2016'A§i A2015:X2014_A:

11 a b) .
= (X219 4 xP4). A= (1); daca A= Jdin (1) rezulti a=b=c=d==; (1)
11 c d 2
11
S+ =2 x=1 A= i i este singura solutie.
2 2
Problema 3.

2

a) Sirul (a,) ., este definit prin & =sina, unde aeRsi a,,=sina,, VneN,n>1.

Demonstreaza ca sirul (an )n>1 este convergent.

(Nota: Se considera cunoscut ca SiInX < X, VX e (O, oo))

b) Fie p si q sunt doud numere naturale cu proprietitile cu proprietatea \/pq ¢ N. Pentru
fiecare numar natural nenul n se definesc numerele naturale a, si b, din egalitatea

(\/E—i-\/a)zn =a, +b,{/Pq. Calculeazi |im b—n

N—+00 an
Gheorghe Stoianovici, Calarasi



Solutie: a) a,, € [O, 1] vneN" = sirul (an )nzleSte marginit (1);

an,1 — @y =C0S2a,_y —C0s2a, =sin(a, +a,4)sin(a, —a,1); &, +an4€[0, 2]<[0, 7]= a,,; —a,
si @, —a,_; au acelasi semn (2); &, =sin®a, <sina <a =a, —a <0(3); din (2) si (3) rezulta ca
sirul (an )nﬂeste descrescator (4); din (1) si (4) rezulta ca sirul (a )n21 este convergent.

5 [\/— \/—]2n
b) \/—(\/_ \/_) (\/6_\/6) - Jmq Jp+ya \/_ \/_<1 I|m h ~ /pq.

(Vo @) (Vo -a)” [f ﬁ e
p+

(aID +1)(ab +2)-...-(ab + n)
Problema 4. Daca O0<a<1<b, determina lim .
N> (ba +1)(ba + 2)-...-(ba + n)
n
(Nota: Se considera cunoscut ca In(1+ X) <X, Vxe (O, oo) sica lim z 1 =)
=0y

Florica Anastase, Lehliu Gara

(ab+1)(ab+2)._”.(ab+n) - )
(ba+1)(ba+2)'...-(ba+n)' el X, =€, vnel;

Solutie: X, =

ab —p? n a a Zn:l
Inx,=)> In 1+ a’ -b —; a’ —p? <0 si lim 0=
kzi b? +k ( )é(ba+kj ( )kzi n—w = K
liminx, =—co=limx, =0.
Clasaa Xll -a
2 -1 -1 111
Problema 1. Se considerd matricele A=| -1 2 -1|, B=|1 1 1|si M, =%A+3ti28, te R\ {0}
-1 -1 2 111

5iG={M,[te R\ {0} }.

a) Sa se arate ca (G,-) este grup (,,- ” este operatia de inmultire a matricelor).

b) Sa se arate ci functia f:R\{0} -G, f(t)=M,este izomorfism de la grupul (R\{0},-)la
grupul (G,).

***

Solutie: M, -M, =M,,, Vt, UGR\{O}

tu?

Problema 2. Fie (G,o) si (G,*) doua grupuri definite pe aceeasi multime G, care au acelasi element
neutru si care verificd X*y=(XoX)o(Xoy), VX, yeG. Si se arate ci cele doud legi de compozitie

coincid si cd grupul definit este comutativ.
**k*

Solutie: x*e=(XxoXx)o(xoe)<> xox=e, ¥XeG=x*y=Xoy, VX, yeG; xox=e=> (G,°) grup
comutativ.



Problema 3. Se considera functiile f, g:R - R, f(x)= ele 1 si g(x) =f (X)+ f (—X), vx e R.
+
a) Calculeaza jex f (x)dx.

b) Determind o primitivi G a lui g cu proprietatea G(0)=2017.

1
c) Calculeaza I f (x)dx.
0

*k*

2X
Solutie: a) .[exf(x)dx=arctgex+c,CG]R; b) J.g(X)dXZJ.(m+deX=X+C,CER:>
+ +

1 1 x e t e 2
= G(X)=x+2017; ¢) | f(x)dx = dt—ln =1+1In
() )_([ ()d .(l).exe +1 .!. \/t2+11 e2+1
Problema 4. Sa se calculeze Ilmj mtl t.
Dan Marinache, Calarasi
Solutie: ——+_< SNt 1 , VteR (1); (arctgx—arctg[x])g(arctg([x]+1)—arctg[x]) VeR (2);
’ t2+1 t2+1 t?+1

din (1) si (2):>—(arctg([x]+1)—arctg[x]) [.[]—+dt<(arctg([x]+1) arctg [ x ])

arctg (x—1)<arctg[x]<arctgx, Ve R = I|m arctg[x]=

I\J|§]

l"[l(amtg([X]Jrl)_amtg[x]):%—%=0=>1in30j sint -0
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