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Olimpiada de matematica
Faza Zonala - 16 februarie 2013

Clasa a IX-a - barem

1. a)
b)
2. a)
b)
3. a)
b)
4. a)
b)
NOTA

Verificare prin inductie matematica 3p
Pentru n =2 obtinem a, =2a,, iar pentru n =3 obtinem a, = 3a, 1p
Prin inductie se demonstreazé ca a, = na,, deci sirurile cautate sunt de forma a, =na ¢ a>0 3p
Verificare 3p

Dacad xy +yz +zx =0 atunci

XX+y*+7° +l‘(xy+yz+zx)=(x2 +y? +27° —xy—xz—yz)+(t+1)(xy+yz+zx)20,
oricare ar fi x,y,z OR si oricare ar fi t 0[~1,2] . 2p
Daca xy +yz +zx <0 atunci

X2 +y2 + 72 +t(xy+yz+zx):(x2 +y2 + 72 +2Xy+2XZ+2yZ)+(t+2)(Xy+yz+zx)20,

oricare ar fi x,y,z OR si oricare ar fi t 0[-1,2] . 2p
Avem G,G, =MG, -MG, = WA ; MC _MB ;MC = % si analoagele. Se obtine concluzia. 4p

Fie G si G' centrele de greutate ale triunghiurilor AABC si respectiv AG,G,G,. Atunci avem

2(MA+MB+MC) o _
- MG, +M3GB + MG, = ( 5 ) :§MG si apoi concluzia. 3p

MG'

Presupunem prin reducere la absurd ca x # y . Fie a >0, a =|x - y|. Axioma lui Arhimede asigura

, . . . - 1
existenta unui numar mON’ pentru care ma >1, adica |x —y|>—. 3p
m

Ipoteza conduce la |xa, —ya,|0[0,1) pentru orice nON' . Echivalent cu |x —y| < i, pentru orice nON’ .
a

n

Concluzia se obtine asemanator cu punctul anterior. 4p

Orice solutie corecta se puncteaza corespunzator.
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1. a) Seobservaca x =0 este solutie si pe baza monotoniei functiei radical se demonstreaza ca este unica. 3p
b) Ipoteza conduce la concluzia x >0. 1p
2
avem X159 si 2™ <2 pentru orice x >0 , de unde x =1. 3p
2. a) Se obtine prin logaritmare 1p
1 _ 1 _ lgb+lgc  _
b) Z“x+1 log,, a +1 Z|ga+|gb+|gc ' 2p
c) Avem L. si atunci L (U ) 4p
x+1 y+1 x+y+2 x+ty+2 4 x+1 y+1

3. Fie zOC astfelincat z=(a+b)’ =(b+c)’ =(c+a)’. Devarece a+b, a+c si b+c suntdistincte ele sunt

radacinile de ordin trei ale numarului z. Daca w [1C este una dintre ele atunci avem de exemplu a+b =w, i
a=-we’ si b+c=we?, unde s=—%+§i. 4p
Obtinem a+b+c =0 .Apoi c=-w, b=-we si a=-we”, de unde concluzia . 3p
4. a) Schimbampe x cu y sideducem f(x+y)+f(x—y)=f(y+x)+f(y—x) siapoialegem y =0. 2p

b) Din x =y =0 obtinem f(0)=2. Pentru y =1, avem f(x +1) :gf(x) ~f(x=1), iar prin inductie obtinem

f(n)=2"+2"", pentru nON’. Folosind paritatea obtinem f(x) =2* +27, pentru orice x JZ . 4p
1p

NOTA

Aceasta functie verifica ipotezele problemei.

Orice solutie corecta se puncteaza corespunzator.
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Se obtine A = (x+2y)(x-y)’ 20 4p
A(x,1 +2)(x —1)° 3
avem tim— S0 (320 0 mdxe2 3p
“in(x* =3x+3) *1n(x*=3x+3) *1In(x* -3x +3)
De exemplu a, =2 1 sib, = 1. Se demonstreaza ca indeplinesc conditiile din enunt. 3p
n n
De exemplu a, =1-— (—1)" si b, ==1+ (—1)" . Se demonstreaza ca indeplinesc conditiile din enunt. 4p
Din teorema Hamilton-Cayley, avem X =Tr (X)X —det(X)l,, care verifica ipoteza pentru n=2. 1p
Apoi se aplica inductia matematica. 2p
Din ipoteza obtinem Tr(A)=0, iar din AB=A(B+I,)obtinem det(A)=0. Teorem Hamilton-Cayley
2
conduce al concluzia A’ =0, . P
Folosind punctul anterior, avem B" =a,B+b,1,si atunci AB"A =a,ABA+b,A* =a, A(A+AB)=0,. 2p
Cazul a =b este banal. Analizdm doar cazul a <b, celalalt find analog.
Din a<b, deducem a <~/ab <b, de unde obtinem a, <a, <b, <b, . Prin inductie deducem ca 2
a, <a,,, <b,,, <b,, pentruorice nOON", deci sirurile (a,) . si (b,) . suntconvergente.
Apoi avem a_,, —b. ., :a”—;b”, de unde |a,,, = b,.i| =%|an ~b,|. Obtinem ca lim (a, —b,) =0si concluzia 2p
il
Avem b -a, :in(b—a), pentru orice NN’ . Apoi Dps :\/b:”, de unde h=(£j2 , pentru orice
2 an+1 an an+1 a
| J(b-2) o
nON . Suntem condusi la a, =-“———— care prin trecere la limita ne conduce la lim a, = nb—Ina’ 3p
neeo nb-Ina

57 -

Orice solutie corecta se puncteaza corespunzator.
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1. a)
b)
2. a)
b)
3. a)
b)
c)
4. a)
b)
NOTA

Se verifica axiomele monoidului

2013
Avem xoxo..ox =(x-a)
\_W__J
2013 ori

Se obtine xO{a-1, a,a+1} .

+a;

J-sinx +2cosx J-23|nx+cosx

23inx+cosx 2sinx +cos x
Se foloseste sch|mbarea de variabild y =-x.

IZcosx smx
23|nx+cosx

Verificare.
Verificare.

4
X =—x +

%In|23inx+cosx|+C; 3p

Daca a = ” x deducem din punctul b) ca a este element de ordin 2, deci multimea din enung coincide cu

xO

multimea M :{x OG|x* = e} si de aici concluzia.

n

1
Daci f(x)<1, atunci a,,, —a, = jf” (x)(f(x) —1)g(x)dx <0, deci sirul este descrescétor si find pozitiv ,
0

este apoi convergent.

2p

1

Daca f(x)>1si f continug, exista a 0[0,1] astfel incat minf =f(a) >1. Atunci a, =" (a)J'g(x)dx, deci

sirul nu poate fi convergent.

0

2p

Din inegalitatea mediilor deducem ca ™'(x)+f""(x) 22" (x), deci ™' (x)=f"(x)=f"(x)-f""(x),

deunde a,,,—a,=a, -

n1’

deci are limité, iar daca exista k 0N astfel ca a,,,
sirul va fi crescator si din are limita.

Orice solutie corecta se puncteaza corespunzator.

pentru orice n[OJN, n>2.Daca a,,

-a, >0 atunC| a, .

—a, <0, atunci sirul este descrescator,

—a, >0 pentru orice n>k, deci
3p
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