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P1
a) Presupunem ca G=H UK, cu H si K subgrupuri diferite de G si de {e} . 1p
Consideram doua elemente: x in G\H siy in G\K. 1p
Cum G=H UK, rezulta ca x este in Ksi y in H 1p
Rezulta ca xy nu se gaseste nici in H si nici in K, adica nu se gaseste in G. Contradictie 1p
b) Da. Putem lua (M,-) =(Z,-) care se poate scrie ca M; UM, unde M, =2Z U{l} si M, =2Z +1 sunt 3
submonoizi ai lui M. Mai sunt si alte exemple care pot fi date. P
P2
a) Se stie cd intr-un monoid produsul a doud elemente inversabile este inversabil. Rezulta ca produsul 1
unui element inversabil cu unul neinversabil este neinversabil. P
In conditiile date, a este singurul element neinversabil al monoidului si prin urmare, xa fiind 1
neinversabil, coincide cu a. P
Un exemplu de astfel de monoid este (Z,,-), cu p numér prim, (@ :6) 2p
b) Nu. Contraexemplu: M ={f :R— R}cu operatia de compunere a functiilor. Elementul a este
s 3p
functia nula: a(x)=0,vxeR
P3-Suplimentul G.M 10/2023
Ecuatia din enunt se poate scrie sub forma (xF(x)) = X—H,VX €(0,) de unde, 1p
X(1+ xe*)
X+1
XF(X)=G(x)+c,cuceR, Ge
(0 =6(x) Ix(1+ xe) 1p
X+1 (x+1)e* I . < N . 5
I j dx. Facem substitutia xe*=t=(x+1e*dx=dt. Inlocuind, rezulta
X(1+ xe ) xe* (1+ xe*)
x N 3p
[ %1t ¢ Deci G()=In—¥— +c, deunde F(x)=1G(0=21n—E_ .S
t(1+t) t+1 xe* +1 X X xe"+1 Xx
. .. L . 1, xe*
Din conditia F(1) =1-In(1+e) rezultici c=0. Deci, F(x)==In——. 1p
X xe'+1
. 1 xe”" X+1
Deci, f(X)=F'(X)=—=-In + )
() =F09 X2 xe*+1  x*(xe* +1) 1p
P4
Calculand integrala, se obtine 2a—6+2In(5—-a), 4p
deci trebuie rezolvatd ecuatia 2a—6+2In(5—a)=In4.
Se observd cd a=3 este solutie, iar unicitatea rezultd din monotonia functiei din membrul sting (pe | 3P

baza pozitivitatii derivatei).




