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Olimpiada Nationali de Matematica 2017
Etapa locala — lasi, 24 februarie 2017

CLASA A V-A
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Subiectul 1
Determinati numerele de forma abe, scrise in baza 10, stiind ci se impart exact la 11 si este
indeplinita conditiaa-bb=T7a+a7+aa.

REZOLVARE
OBHNE:E T 15 @88 =TT 2L @ wrvvsnsnorsrmmsenrsuons osn o onsrinasnammssmasssmsssmmeesnes o vrms amsmassssi 545 8 5§55 ESHEAFSES 5,50 55 38 b 2p
Gaseste perechile (a,b)e {(1,9);(7,3)} ................................................................................................ 2p
Finalizare: abe € {198,737} vmmuriimireeeiieiee i 3p

Subiectul 1I
Se considerid numerele natural a=1+2+3+..+2017, b=1"+2"+3"+...+2017" si
c=12+2-3+3-4+..+2017-2018.
a) Demonstrati cA numarul a se divide cu 2017.
b) Calculati a+b—c.
REZOLVARE

a) Calculeazd a=1+2+3+...42017=(142017)-2017:2....ccoriiiiiiiiiiiiiinniii e 2D
Finalizare: @ =1009-2017 1 2017 <ottt e e lp
b) Grupand termenii sumei a + b obtine

at+b=(1"+1)+ (27 +2)+..+(2017° +2017) = 1-242-3+..4+2017-2018 ..o 3 P

Finmlimans wh B =g = cmmomnssernss0nsnaess0snsnssnsnsassssss s pummmmmmms s « £ & £ s srsswiees « o S lp

Subiectul I11.
In magazia echipei C.S.M.S. lasi se gisesc 456 de articole sportive (pantofi sport, sorturi si
tricouri). La un inventar s-a constatat ci la fiecare doua perechi de pantofi sport corespund cite
trei sorturi si la fiecare doua sorturi corespund cite trei tricouri. Cate articole sportive de
fiecare fel s-au gasit la inventar?

REZOLVARE
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Notdm cu x - numarul perechilor de pantofi sport din magazie, cu y - numarul sorturilor din

magazine si cu z - numdrul tricourilor din magazie.

Serie Telatiile 12 = P 138l Y 1 2 E ZI3 it et S £ e AR R e 2p
Alege y = 6tsi atunci x=4¢,1arz =9 (5AU3X =2, 3y =22 )esrerriiinin 2p
Finalizarex =96, y=1448i2=218 ...cis0000 i rrommmmmsmmrmmpmempmuumenss 05 15516305 s smmwammmanmn o v o 1 vons 2p

Subiectul IV.
impartind citeva numere naturale consecutive la 10 obtinem resturi a caror suma este tot 10.

Aflati numerele initiale stiind ci suma caturilor rezultate din impartirile anterioare este un
numir natural mai mare decit 96 si mai mic decat 100.

REZOLVARE
Scrie explicit sau foloseste ca resturile impdrtirilor la 10 a unor numere consecutive sunt terment
consecutivi din situl 1,2,3,4,5,6,7:8,9,0,1,2,3 . cnvercess e s svenmmersvmmmsmssmemmmmanns s sovsssmensasmes snms susnanscnns cosmmnen sss lp
Caturile impartirilor prin 10 a unor numere consecutive sunt numere egale sau consecutive, dupa
cum un numar se imparte exact, sau nu, la 10 (scris explicit sau folosit corect in rezolvare).............. lp
Suma resturilor poate fi 10 in situatiile: S, :1+2+3+4=10, S,:0+1+2+3+4 =10,
SAU Sy 194 01 =10 it lp

In situatia S, caturile vor fi toate egale cu c, iar relagia 96 <4c <100 conduce la o contradictie ,

deci aceasta situatie nu este POSIDIlA.........cocveieieiiini 1 p
In situatia S, , caturile vor fi toate egale cu ¢, iar relagia 96 <5¢ <100 conduce la o contradictie,

deci aceastd situatie nu este POSIDIA........ooiiiiiiiii lp
In situatia S, , caturile vor fi, in ordine: ¢, c+1 i c+1, iar relatia 96 <3c+2 <100 conduce la ¢=32..1 p

In concluzie: numerele cautate sunt 329, 330 $133 1. Ip

NOTA : Orice rezolvare corecti, diferitd de barem, va primi punctajul corespunzator.
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Olimpiada Nationalia de Matematica 2017
Etapa locala - Iasi, 24 februarie 2017

CLASA a VI-a

Barem de corectare

Problema 1.

L4+14+a4+m+ZZ+1

L . n . )
a) Aratati ca rezultatul calculului ——5 este numar natural, pentru orice

n
neN'".

b) Intr-o urni se introduc mai multe cartonase identice pe care sunt imprimate céte doua, trei sau patru
puncte, numarul total de puncte de pe cartonase fiind de 39. Cartonasele cu doua si respectiv trei puncte
totalizeaza 31 de puncte, iar cele cu trei si patru puncte totalizeaza 23 de puncte.

Care este probabilitatea ca, la extragerea din urna a unui cartonas, acesta sa aiba imprimat pe el trei
puncte? Dar sd nu aiba imprimat pe el trei puncte?

Solufie si barem:

L4+2,4+3,4+. +m4 | 4 5n+9
a) =— | 142434 +n+n— |=—— 2 puncte
n n 10 10
1,4+2,4+3,4+...+ﬂ 1 n 5n+9 1 n
+——e b= L asininss samennas st AnaeE s 5 BT K s ¢ 5 Y 30T 1 punct
n 10 2 10 10 2
b) Notam cu d, 7, p numirul cartonaselor cu doua, trei, respectiv patru puncte. Avem relatiile:
2d+3t+4p=39(1);2d+3t=31(2); 3t +4p =23 (3). cevrvrrirriii 1 punct
Inlocuind, succesiv, relatiile (2), (3) in relatia (/), obtinem:
4p=8=p=2; 2d=16=d =8;infinal, 1 = 3. In total sunt d + ¢ + p = 15 cartonase. ......... | punct
; t 1
Astfel, probabilitatile cerute SUNt: Fl =————— ==, ..ot 1 punct
d+t+p 3
. d+ 2 2
respectiv P, = il A (B0 B ST Fm— ) e cnenemmmmmmarn v o v oo e sk 5 4 513 50500 €5 185 S wigos 1 punct
T d+t+p 3 ) 3

Problema 2.
Fie < ABC si < ABD doui unghiuri complementare neadiacente si [BE o semidreapta cu proprictatea
cd unghiurile ABE si EBD sunt adiacente avand mdsurile (exprimate in grade si minute) de x°y',
respectiv y°x', unde x si y sunt numere naturale nenule, a caror suma este 60.

Determinati masura unghiului format de bisectoarele unghiurilor ABC s1 ABD.
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Solutie si barem:
Unghiurile <ABE si <EBD sunt adiacente = [BE este interioard <ABD ; astfel:

m(%ABD) = m(<ABE)+m(<EBD)=x"y'+ YO =610 2 puncte
m(LABC)=90" —m(KABD) =90° = 61" =29° ..oooomiriii s | punct
Cum m(<ABC) < m («<ABD)= [BC elte Anerioarh <CABEY . ;i icomovwmiiis s smmonnsisss wnemwss isy8 1 punct

Considerdm [BM s [BN bisectoarele unghiurilor <XABC, respectiv <tABD . Atunci:

m(<MBN) :%-/7'1(<ABC)——;—-m(<IABD) = -(610 =29°) = 16" oo 3 puncte

l
2

Problema 3.
Fie x, v, z,n € N astfel incat: 3x + 4y = 36n + 84 si 5y =45n+7z+5.

Sa se determine x si z.

Solutie si barem:

Putem scrie: 3x + 4y =36n+84 /-5
5y =45n+7z+5 /-4

Prin scdderea celor doua relatii, obtinem

15+ 282 =400 = 15x =A00==282 (d)....ommunsisssssommnnsirssssmmmmarssvasssmns s s 17 6 wams 2 puncte
Din relatia (/) rezulta 400 — 28z =20 =2z < 42%:), deunde 2 € 14 () e oniiommossisssmmmmmens | punct
Totdin (rezoltiz 5 = 2 B{0;5, LU wosersssomumvomiaznsseemmmmeeneosssvammmmes s s s mmmmms <o s s 1 punct

Pentru z = 0, avem 15x = 400 (nu are solutie naturald).
Pentru z = 5, avem 3x = 52 (nu are solutie naturala).

Pentru z = 10, rezultd 15x = 120, adica x = 8.

AStiel £ =8, 2= 10 .oommnnconesssnmmmonuessssss mommmmnsasessonmonmonsensssosmmmsnesssssnsebesdssss 3 puncte
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Problema 4.
Triunghiul ABC are AB = AC = 6 cm si BC = 10 cm. Bisectoarea unghiului «B intersecteazd AC in £,
iar perpendiculara din C pe BE intersecteazd AB in P. Demonstrati ca:

a) PE=EC; b) Perimetrul triunghiului AEP este egal cu lungimea segmentului [ BC ]

Solufie si barem:

1) Realizarea corecli @ desemulill ..., ccmmmmenornso smommmns o onss b bioaiasiaf §5 35 55 6 SRHEE 55 55 5 SB0EE 55 55 6 590 | punct
Consideram BENPC = {F} . Atunci: ABPF =ABCF (UL.U)=BP=BC ...................... 2 puncte
ABPE = ABCE (LULLY S5 PE = BIC. .. e scxnss s womuncsn s a5 sosmimmmmsin x o 20 mimssaiioh & 6 4 58050 5 448 3 Rarws 1 punct
B Ak P = AR de Pl = AGCE AR | cumenusns e85 s pwomren 2« « o ssomommcss o« 3 smsacens o ¢ 45 womssmzeir o o s 45 5 2 puncte
Py, =PA+(AE+EP)=PA+AB=PB=BC. ......coorirriiiiiiiiii 1 punct
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Olimpiada Nationala de Matematica 2017
Etapa locala — Iasi, 24 februarie 2017

CLASA A VII-A

Bareme
Problema 1.
b) Demonstrati egalitatea :
2443 /2 V3 _ 4
23 N2eas
c) FleS—-l—+ 12+L2+....+ . 2.Sésearatec.’i:0<2016—5’<l.
3 4 2017 2017 2
Veronica Plaesu
Barem
N \/2+«f 2-3 _2+43 \fz _2+43+2-43 4, i
-3 V243 oo 3 \/2+I Je-la+B) !

b) Se considerd inegalitatea n® +n>n* >n’ —nne N —{l}

1 1
— o8 B IV 235 i s i e o b5 50 506 6K B S SR E W SRS 1
n(n+1) n’ n(n—l) E
1 1 1 1 1 1 1
2 3 2.3 22 21 1 2
1 1 1 1 1 11
3 4 3.4 3 3.2 2 3

.......................................
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1 1 1 1 1 1 1
- £ < < < -
2017 2018 2017-2018 2017° 2017-2016 2016 2017
l——1—<S<1—L ............................................................................................................................ Ip
2 2018 2017
S<1—L®1—S>L(*)
2017 2017
- <S+l<:>l— : <l+S<:>1—S<l+ ! <l+—1—<:>1—S<—+ (%), 1p
2 2018 2 2018 2 2 2018 2 2017 2 2017
Din (¥)si(**)se obtine:
1 1 1 1 1 2016 1 1 i 2016 . 1
——<1=-S<=+ = < + -S<—+—/-——0<——-5<—.
2017 2 2017 2017 2017 2017 2 2017 2017 2017 2
.......... Ip
Problema 2.

Se considerd multimile X si Y cu X < Y, {X,Y} c {N,Z, Q, R} si propozitia p: ,,Oricare ar fi x € X si oricare
ar fi y € Y\X, atunci x +y € Y\X”, unde ,,+” reprezinta operatia de adunare a numerelor reale. Aflati
multimile X si Y astfel inct propozitia p sa fie adevarata. Justificai!

Claudiu-Stefan Popa

Barem
NcZcQcR

DacaX =Q, Y =Ratuncip: x€Qy€eR\Q=>x+y€R\Q

Presupunem, prin reducere la absurd, ¢d x+y=z€Q=>y=z—-x€Q in contradictie cu y € R\Q.
Ramane adevirat ca x + y € R\Q, deci p este adeVArata............ooooviiiiiiiniii Ip
Daci X =7Z,Y = R, atuncip: x €EZ,y € R\Z= x +y € R\Z.

Presupunem, prin reducere la absurd, cd x +y=u€Z=y =u—x € Z, in contradictic cu y € R\Z.
Ramane adevirat ¢ x + y € R\Z, deci p este adeVArat........c.ooeevinmivniininnnninininnis Ip
Daci X = N,Y = R, atuncip: x € N,y € R\N = x +y € R\N.

Pentru x=5si y=-4 avemx +y =1 & R\N, decipeste falsd. ..............cooooi Ip
DacaX =7Z,Y =Q, atuncip: x EZsiy € Q\Z = x +y € Q\Z.

Presupunem, prin reducere la absurd, ¢cd x +y =v €Z =y =v —x € Z, in contradictic cu y € Q\Z.

Rimane adevirat cd x + y € Q\Z, deci p este adeVaArata.........cooveirenenneninnnin Ip
DaciX =N, Y =Q, atunci p:x € Nsiye Q\N=x+y € Q\N
Pentrux=2siy=-l,avemx +y =1 & Q\N, decipeste falsa.................coooiiin Ip
Daci X =N, Y =Z, atunci p: x e Nsiy € Z\N = x + y € Z\N.
Pentru x=2si y=-1,avem x+y =1¢€ Z\N,decipestefalsd  ............coooi Ip
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Prin urmare {X,Y} € {{Q, R}, {Z, RH{Z, Q}} ............................................................................................... Ip

Problema 3.

In trapezul ABCD , AB // CD si AC (1 BD ={ O}. Aria triunghiului BOC este egala cu a’ siaria
triunghiului COD este egald cu b°.

c) Arataticad Aypp = Agien >

d) Calculati aria trapezului ABCD.
GM nr. 7/2007

Barem
a) Fie CE LAB si DF 1L AB, E, F € AB $1 CD//AB = CE=DF ...c.ccoooiviiiiiiiiiiiiicn, Ip
Apipg=A agcp ereererrererressiniiin e s s SRS S eSS R b Ip
) Ayins = Asics = Anaop + Asaos = Anaos T Ascos = Apaon = Apcos = __ ———— Ip
Fie CM 1 BD,M punct pe BD.
DO-CM
Aacon -2 DO B Ip
Aypoc BO-CM BO a’
2
2
A } 2 2 4 4
ADOC~ ABOA:>A—”O(——=(b—2j oy =é4—:>AABOA:£’7 ............................................. 2p
ABOA o Appos @ b
4
Finalizare A4 ,,., =2a° +b> + Z—2 .............................................................................. R Ip

4 2 2\
Observatie: 2a” + b’ +-a—2 = (a—+2b)«.
b b

Problema 4.

Se considerd dreptunghiul ABCD, cu AB < BC. Punctele E si F sunt situate in interiorul, respectiv exteriorul
dreptunghiului ABCD, de o parte si de cealaltd a dreptei BC, astfel incat EA=EB=AD, iar triunghiurile EAB si
FCB sunt asemenea. Daca D, E si F sunt puncte coliniare demonstrati cd ABCD este patrat.

Claudiu-Stefan Popa
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Barem

Dacid D, E si F sunt coliniare, atunci m(< AED) + m(< AEB) + m(< BEF) = 180° (1)evvieneninnnn, Ip

Notim m(< DAE) =u si m(< BEF) = v, deci m(< DEA) = 90° —% ,m(< AEB) = 2u si atunci (1)
devine90°—%+2u+v=1800®37u+v:900 (2) oo, Ip

Deoarece AEAB ~ AFCB = AFCB isoscel si < FBC =< EBA = m(< EBF) = m(< FBC) + m(< EBC) =
m(< EBA) +u = 90°.

Atunci m(BEF) + m(< BFE) = 90° @ v+ m(< BFE) =90° (3). «ooovviiiiiiiii Ip
Din (2) si (3) avem ¢d m(< BFE) = 3;“ sicum m(< BFC) = 2u = m(< CFD) = 2u _3_211_:% ........... Ip
insi, m(< CDF) = 90° — m(< ADE) = 90° —m (< AED) = 90° — (900 — g) = %

Prin  urnmre, i< COF) = m(< CFD) =% CD =GP ..iicisiissisoomonninn 1556555556 anmsmmmnes s 3451111585307 Ip
Din faptul ca triunghiurile EAB si FCB sunt asemenea rezultd /;—i = g% = 12_157_ .............................. Ip

Dar BE=BC si CF=CD, de unde % = %g; & AR = BC, adicd ABCD 68te PAIAL: +: o152 0 snevmmmmnens Ip

Timp de lucru: 3 ore.
Fiecare problemd este notatd cu 7 puncte.
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Olimpiada Nationalid de Matematica 2017
Etapa locala — Iasi, 24 februarie 2017
CLASA a VIII-a

Barem de corectare

2x* —4x—6
E(x)=——— (4p): a=2,b=-12 (1p).
b) E(x):2——127—2—4,VxeR—{—§,3}, E(l):—4:>i7zinE(x):—4 (2p).
(x=1) +2 272
2Na+2b 2Na-=2b x+1 a+2b
a) x+1= I = (4p).

, Xx—1= = =
Ja+2b—Ja-2b Ja+2b-Ja-26 x-1 \Na-2b

w+l_ jet = (x+1) (a—2b)=(x~1) (a+20)=

b)

x—1 a a—2b
ac +2ax +a—2bx" —4bx —2b=ax’ = 2ax + a+2bx* —4bx +2b =
4bx* —dax +4b=0= bx’ —ax+b:0(2p).

¢) Pentru orice pereche de numere naturale (a. b) = (l(2 +1, k) ,unde keN k>2,avem x=keN

si a>2b>0.Exista o infinitate de astfel de perechi (lp).

a) A, =18cm’ (3p).

AN-NM 33
A'M 2
c) Deoarece (]\WA’)K\(MA'C'):A'M, NP 1L AMsi C'PLAM, rezulta ca unghiul determinat de planele

2 (o).

a) Deoarece MN ||BD si BD|| B'D', rezultd ca MN || B'D', deci punctele M, N, D' si B’ sunt coplanare (31)).

b) Ay =18cm’ (2p).

¢) Daca {R} =BC'NB'M si {S} = D'N~DC', atunci (C'BD) m(MND') = RS. Deoarece B'C'|| BM , rezulta ca
C'R B'C’ C'S

triunghiurile  BMR si C'B'R sunt asemenea, deci ——= =2. Analog, deducem ca =2. Asadar,
RB  BM D

b) Fie NP L A'M, P e A'M . Distanta de la punctul N la planul (A'BC) este NP = cm (21)).

(MNA') si (MA'C") este unghiul NPC". Avem tg (£LNPC') :% s

. . CVI il Y/R
SR|| BD. Fie {G} =C'ONSR (unde O este centrul patratului ABCD). Intrucat SR|| BD, avem E(% = (}{B =32.

Cum C'O este mediand in triunghiul C'BD, rezulta ca G este centrul de greutate al triunghiului C'BD . Prin urmare,

centrul de greutate al triunghiului C'BD apartine dreptei SR, deci planului (J\ﬂVD’) (2 p).
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