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Subiectul 1
a) Ardtati ci oricare matrice A € M ,(C) verifici ecuatia X* — Tr(A) - X + det(4) - I, =
0,, numita ecuatia lui Cayley-Hamilton.
b) Ardatati ci daca matricea A € M ,(R) satisface egalitatea A* = I,, atunci A% = I, sau

Ar = —,.
* * *
Rezolvare
a) DacaA = (Ccl Z) € M, (C), se aratd prin calcul ci A2 — (a+d) - A+ (ad — bc) - I, =
0,.

b) Fie A € M,(R) astfel incat A* = I,. Atunci det(A*) = 1, de unde obtinem det(4) = +1.
Din teorema lui Cayley-Hamilton obtinem A* — Tr(A42) - A% + I, = 0,, adicid Tr(4?) -

AZ = 212
Trecand la urma rezulta (T?‘(AZ))2 = Tr(2I,) = 4, de unde Tr(4%) = +2. Obtinem
imediat ca
A% =1, sau A? = —1,,. 7p
Subiectul 2

Fie matricele 4, B € M, (R), care verifici relatiile A*°%2 = 42003 5i A + B = I,,.
Aratati ca I,, — AB este matrice inversabila.

(G.M.3/2003-Claudiu Coanda)

Rezolvare

A+B=1,>B=1,—A=>AB=A—A?BA=A—A?= AB = BA.
Din A2002 = 42003 o 42002(] — A) = 0,,, deci A2°°2B = 0,,. De aici si din faptul ci
AB = BA Obtlnem (AB)ZOOZ — A2002B2002 — (AZOOZB)32001 On
Atunci I, = I, — (AB)?°%?2 = (I, — AB)(I,, + AB + (AB)? + - + (AB)?°°1) | de unde

rezultd ca matricea I, — AB este inversabila. m
Subiectul 3
1
Fie (X,)ns0 un sir de numere reale definit prin xo = a > 0,x,,1 = ﬂ ,(V)n eN.
Calculati:
a) lim,_o Xp; b) lim (x"“)xn' ¢) lim, =
n—>oo n n—>0oo xn ) n—>oo ﬁ'
k ok ok
Rezolvare

a) Se aratd inductiv cd x, > 0, (V)n € N. Din x4 — X, = xi > 0, adica sirul (x,,) este
n

strict crescator, rezulta ca (x,,) are limita, finita sau infinita. Presupunem ca lim,,_,, x,, =
[ > 0. Trecand la limita in relatia de recurentd, rezultd 2 = [? + 1, contradictie.



Prin urmare lim,,_, o, x, = +oo.
X 1 x%' 1 x%'
b) limn_,oo( L ) = liMy 0 (1 + —2) =e.
Xn X

n

2
c) Aplicand lema lui Cesaro-Stolz obtinem: lim,,_, %” =lim,0(x2,; — x2) = 2, rezultd

V2. m

lim,_ o j—% =
Subiectul 4
Fie (x,)ns1 un sir de numere reale definit prin

X1 €(1,2),xp41=1++/2x, —x3,(V)n > 1.

Sa se studieze convergenta sirului.
* * *

Rezolvare

Avemx,,; —1=1—(1—x,)% (V)n =1 (1). Se arata cu usurinta ca x,, €
(1,2),(Mn=1.
Daci notim a,, = x,, — 1 € (0,1), (V)n > 1, atunci din (1), obtinem a2,, + a2 = 1,(V)n > 1.
Cumsia?,, +a%,; = 1,(¥)n = 1, rezultd imediat ci a,,, = a,, (V)n > 1.
Prinurmare a, = a, = ag = - sia; = az = ag = -~ . Deducem de aici ca sirul (a,) este
convergent daca si numai dacd a, = a4 adici a; = a, = g Prin urmare sirul (x,,) este

< . 2
convergent daca si numai daca x; = 1 + g 7P



