OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala 10.02.2024
Judetul Buzau

CLASA a Xl-a
Subiectul 1 (7 puncte)
|
‘ -2 0 =1 501 00 0
Fie matricele a=| 1 3 0 |, B=| 1~ 1]siCc={03 0 |EM(R)
-2 0 —1 6 6 00 -3
i 0 1 ' '

a) Aritati cd A =B-c ‘871, unde B! este inversa matricii B.
b) Calculati A", neN", |
Solutie si barem
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala 10.02.2024
Judetul Buzau
CLASA aXl-a

Subiectul 2 (7 puncte)

. L. . Vx 3—3\/x+7
Sa se calculeze limita  lim 5 T .
x-1 Vx+15-3/x+31

Solutie si barem

im Va+3-3x+7 L,
x-1 AYx+15—-3Vx+31 L,

, unde

4x+15-Yx+31

Vx+3—@x+7s.

Ly = lim il, =lm——mmm. . ... 1 punct
x-1 x—1 ’ x—>1 x—-1
. x+3-Vx+7 . Nx+3-2 . Yx+7-2 1 1 1
L =lim—————=lim——— - lim————=-——=-.....1 punct
x—-1 x—-1 x-1 x-1 x->1 x—1 4 12 6

Vvx+3-2 . (Wx+3-2)(Vx+3+2) .
—— = lim = li

unde lim = = ==, 1 punct
¥-1 x-1 x—1 (G-1D((Vx+3+2) x—1Vx+3+2 4 p
. Vxx7-2 . Q-G Gz e2¥xET+22) . 1 1
lim ———— = lim 5 e = lim 3 5 = —
x-1 x-1 x-1  (x=1)(Y(x+7)2+2Vx+7+22) x-1 Y (x+7)2+2Vx+7+22 12
.............................................. e tteeeiiteriieeeeieesieeeaaae.... 1 punct
. Ax+15-3x+31 . Vx+¥i5-2 . Vx+31i-2 1 1 3
L2=llm = lm———llm—z——_=_
x-1 x—1 x-1 x—1 x-1 x—1 32 80 160
_ Axgis—2 . (Varis-2)(VGar1s) 42 (er15)2+22 Va+15+2%)
Lim——— = lim - - < =
x>1  x-1 x~1  (x-1)( VG153 423/ (r+15)2+22 Vx+15+23)
1 1

lim T PN ..1 punct
x-1 3 (x+15)3+2%/(x+15)2+22%x+15+23 32 p

S x¥31-2 " (Vawat-2)(Va+3) +25/ (43103 +22 3 (x+31)2+23 Va+31+2%)
m———- = lim

li _
x-1  x—1 x—=1 (x—1)("§/(x+31)4+25\/(x+31)3+22i/(x+31)2+235«/x+31+24)
lim L : == 1 punct
21 (Y3 +2Y/ (4313422 V@+31)2+23x+3142¢) 80 T P
. . x+3-3x+7 I; 1 160 80
Finalizare lim 3 e e T L iiiiieeee e ene e 1 punct

x>1 4x+15-3x+31 L, 6 3 9
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala 10.02.2024
Judetul Buzau
CLASA a XI-a

Subiectul 3 (7 puncte)

a) Fie A € M,(R). Aratat1 ci A* + A> + I, = 0, daci si numai i daca

A2 —A+1,= 0,saud’?+A+1,= 0,.

b) Dati un exemplu de o matrice A € M, (C) astfel incAt A4 +A%2+1, = 0,,
A2 —A+L# 0y 5iA2+A+L % 0,

Solutie si barem

a) Daci A — A+, = O,saud’?+A+1,= Oy atunciA* + A + I, =
= (A2 —A+L)(A2+ A+ 1) = Ogueeeeeeeeeeeeeee 1 punct
Daca polinomul minimal al matricii A are gradul 1 atunci exista
@, BeR, a # 0 astfel incit A + Bl = 0, » A= —L 1, = y1,,yeR =
A*+ A%+ I, = (y* +y? + 1L =0, = y* +y +1 = 0,y€eR , fals

Deci polinomul minimal al matricii are are gradul 2, coincide cu polinomul

caracteristic si divide orice polinom care are pe A ca radacina.......1 punct

Cum X*+ X2+ 1= (X?—X+ 1)(X%? 4+ X + 1) este singura

descompunere in R rezulti ci polinomul caracteristic a lui A este

X?—X+1sauX?*+X+1ladicad’ —A+1, = 0,sau

A2 F A F I3 = O 1 punct
b) Avem A* + A% + I, = 0, si ecuatia caracteristica a lui 42

A* —Tr(4%) - A% + det(Az) I, = 0, deci vom ciuta o matrice A% cu

Tr(4%) = —1 si det(4?) = 1, de exemplu A% = (0 802), unde & =
cos %ﬂ +i- sinz?n .............................................................................. 1 punct

T . , T
cos§+l-sm§ 0
Atunci A = o . . oom )
0 'cos?+l-sm?

Verificare cd A*+ A2+ 1, = 0,,A> —A+ 1, # 0,5iA> +A+1, # 0,
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala 10.02.2024
Judetul Buzau
CLASA a XI-a

Subiectul 4 (7 puhcte)

- . . . . 20an+3
Sa se studieze convergenta sirului (@,)ns0, cuag =1siAppq = PTY
n

pentru orice n € N si in caz de convergenta determinati-i limita.

Solutie si barem

g _ 2anp+3
Avem ay, = 1 > 0. Presupunem ci a,, > 0, rezultd a" > = Qnt1 > 0.
n
Deci prin inductie matematicd rezultdca a, > 0V n € N............. 1 punct.
2a,+3 2ap+3-a%-2a, 3-a?
Apy1 — Ay = —a, = S e 1 punct
n+l n an+2 n ant+2 an+2 P

Avem 3 — a3 = 3 — 12 = 2 > 0. Presupunem 3 — a2 > 0 si rezulti

2 2 2 2
2 _a_ 2an+3) — 3apt+i2an+12-4an—-12a,—9 _ 3-ap
3= ane1 =3 (an+2 (an+2)? @nt2) 0
Deci prin inductie matematici 3 — a2 >0 Vn € N.................. .1 punct
a2
Rezultda decia, 1 —a, = z Z; > 0 = Sirul este strict crescétor..1 punct
n
Din3—a2 >0 VnENgian>OVnENrezultéO<an<\/_3_ vVneN
Deci sirul (ay,)pso €St€ MATGINIt.....c.vevereeereereciereereereneee e saesennens 1 punct

Sirul (a,)nso fiind strict crescitor si marginit este convergent adica existd

L= 1M Gy = LE Rt 1 punct
n—>00
~ by b oA ol ~ . Zl 3

Trecand la limita in relatia de recurentd obtinem [ = % 1?=3




