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Barem de notare si corectare

SUBIECTUL | (7 puncte)
1 1 1

. 1
= cee —_— >
Fie S, = ——+ n2+21+ — T 1+ o NENNn=2
a) Sa se arate ca — < Sp < —, oricare ar fin > 2. (4p)
b) Calculati partea intreaga a numarului % . (Si + Si) (3p)
20 16

Gazeta Matematica nr 11/2016
Solutie

a) Majorand fiecare termen al sumei cu cel mai mare termen si minorand cu cel mai mic avem

1 1
n <SS, <n- e ICLLIERPPRTERPPRILRY 1 ............................................................... 3p
n
< =
Pe de alta parte este evidenta n°+1 " i astfel obtinem inegalitatea ceruta........................ 1p

b) Folosind inegalitatea de la punctul a) avem :

1 1,1 1 1 1,1 1

Z(20+ 16)< = (-—+ — )< =(21+ 17)18< = (—+ —)<1

7 (20+16) 2(520 sm) 2 )18 z(s20 sm) ° 2
deci partea TNtreaga Ceruta €SB L18........c.viiiiieieiie ettt et e e see e nnes 1p

SUBIECTUL Il (7 puncte)
Fie ABCD un tetraedru cu BC=CD, iar bisectoarele unghiurilor xACB, « ACD si «BCD
intersecteaza laturile (AB), (AD) si (BD) in M, N respectiv P. Aratati ca CPL MN.

Solutie
AM _ AC AN _ AC

Din Teorema Bisectoarei in triunghiurile ABC si ACD avemca MB BC'ND CD _ 3p

AM _ AN
Tmpreuna cu faptul ci AC = CD avem MB  ND i din Reciproca Teoremei Iui Thales, MNIBD
.................................................................................................................................................... 2P
Triunghiul BCD este isoscel, (CP) mediana, deci si inaltime si CPLBD
DO P L N e sessseseeeee e e sssssseseeene s 2p

SUBIECTUL Il (7 puncte)
a) Sa se determine perechile de numere intregi X si y care verifica ecuatia:
3 3— 2
X=y=(x=y) (4p)
b) Fie a, b, ¢, d numere reale nenegative cu a?+b?+c? +d?=2017. Sa se arate ci:

V2017 — a2 + V2017 — b2 + V2017 — c2 + V2017 —d2 >+/3(a+ b + c + d) (3p)
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Solutie
a). Factorizand, relatia se scrie (X~ O+ XY+ Y =XEY)Z0 e 1p
Perechile x=y sunt solutii. Celelalte provin din
Xkt Yoo xb y= 00k VY + O P+ (Y LY=2 1p
Deoarece numerele sunt intregi avem ¢a: (X-1)’< 1= [x — 1| <12 0<x < 2., 1p
Studiind cazurile obtinem
x=0,y=0, sau -1
pentru x=1, y=0 sau y=-2 si
pentru X = 2, y=-2 sau -1.
Multimea solutiilor este S={(k,k)/ k € Z}U{(0,—-1), (1,0), (1,-2),(2,—-2), (2, =D} cerevererene. 1p

b). Tinand cont de relatia din ipoteza inegalitatea se rescrie
Vb2 +c2+dZ+VaZ+c2+d2+VaZ+b2+d2+VaZ+b2+c2>V3(a+b+c+d)..1p

Pornind de la &+ b*+ ¢’ ab+ac+ bc—3(a’+ b*+ ¢*)z (a+ b+ c)’

DECH VAZ F DZF CZ 2 V3 (@ A B+ C oovoeeeseeeesosseeeesseseeessssessessessseseessesses s es e eses s 2p

Sumand respectiv toate relatiile obtinem inegalitatea dorita.

SUBIECTUL IV (7 puncte)
. Fie ABCD un patrat de latura 2a. Pe planul sau, de aceeasi parte, se ridica perpendicularele AM si
CN cu AM = asi CN = 2a. Aratati ca

a). MO L (BND) , unde O este centrul patratului.

b). Planele (MBN) si (MDN) sunt perpendiculare.

Solutie
a). Datorita perpedicularitatii dreptelor AM si CN pe plan, triunghiurile MAO si OCN sunt

AM _ AO
dreptunghice si se verifica OC  NC e 1p
Deci trlunghlurlle sunt asemenea (LU L) si astfel unghiurile AOM si CON sunt complementare ,
A0ICE MO L ON oo s e s s s seseeee 1p

Din Teorema celor trei perpendiculare rezulta ca MOL1DB

Cum ON, DB C (BND); ON N DB={O},avem ca MOL(BND) ] Ip

b). Triunghiurile MBN si MDN sunt congruente (LLL) si piciorul indltimii din B pe MN coincide cu
piciorul inaltimii din D P& MN.........ccocoiiiiiiiiiii
(MBN),(MDN )= (BT, DT )= DBT

Deoarece MN este perpendiculara pe BT si DT, MN este perpendiculara pe planul (DBT) care-I
contine pe OT.
Calculand OT 1n triunghiul MON avem
oT= MO ON a@a\g_a\f
MN B8 e 2p

Tn triunghiul DOB mediana 2 deci m(<DTB)=90° si astfel planele sunt
PEIPENAICUIAIE. .....cveiiee ettt ettt e e e e 1p



