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BAREM DE CORECTARE - Clasa a XII - a

PROBLEMA 1. Se considera functia f : ((), g) — R, definitd prin f () = In(sinz) si F o

primitiva a sa. Sa se arate ca exista si este finita limita lin%F (x).
Tr—

>0
Barem de corectare.
_ , T - oS . _
Deoarece / In(sinz)dr =x - In(sinz) — / , dxr (2p), consideram functia
sin
T-CcosT T
T ; , T & <0, —>
g: |:07_> _>R7 g(l‘) = ST 2
2 1, z=0

care este continud, deci admite primitive (3p).

Fie G o primitiva a functiei g, cu F' (z) = = -Iln(sinz) — G (x), pentru x € (O, g) . Atunci,
deoarece liII(l)G (x) =G (0) e Rsi

x>0
cos T
In (si -

lim (x - In (sinz)) = lim In(sinz) _ lim SILL — _lim < —— - T cos x) =0,

20 70 1 a—0 1 2—0 \sin x

>0 >0 - z>0 T >0

x x
obtinem c& liI%F (x) =—-G(0) e R (2p).
>0
1 . . . T+HY o <
PROBLEMA 2. Se considera multimea G = (—1,1) si operatia x xy = T Sa se arate ca
Y
(G, *) este un grup comutativ si sd se calculeze limita sirului (z,),,, unde x, = g*x * ... *xx,
nz e —

de n ori

rzed.

Barem de corectare.

Demonstrarea faptului cd (G, *) este un grup comutativ (3p);

1 "o (1—2)"
Demonstrarea faptului ca z,, = (1+ x)n ( x)n (2p);
(1+x)"+(1—2)

Calculul limitei lim z,, (2p);

n—oo

()

T}Lr{)loxn = nhﬂr&%% = —1, pentru x € (—1,0);
- (52)"

lim z,, = lim z, = 1, pentru x € (0,1);

lim z, = 0, pentru x =

n—o0



PROBLEMA 3. Fie H; si H, doua parti stabile finite a lui C* in raport cu operatia de inmultire,

avand m, respectiv n elemente. S& se arate ca dacd (m,n) =

Barem de corectare.

1, atunci H; N Hy = {1}.

Deoarece H; si H, sunt parti stabile a lui C*, cu m, respectiv n elemente, rezulta ca H; =

Un={z€C*|z2"=1}si Hy=U, ={2€ C*|z" =1} (3p).

Dacd z € HiNHy = U,,NU,, atunci existd un k € {0, 1, ...

2kmr . . 2kmw 2k'm
astfel incat z = cos —— 47 sin —— = cos
m m n

(2p) . Asadar,

n
. (lmr k’w) ) <k7r kﬂ')
sin[ — — — ] -sin

m n m

koK
de unde obtinem: sin (— — —) T=0= — =
m n m

!/

sin

+17sin

3|>1

,m—1}siun k' €{0,1,....,n —1}

2km 2k . 2kw
& c0s —— = COS sisin — =
m n m

) (knr k’w)
cos| —+—| =0,
m n

=k =0=2=1 (2p).

PROBLEMA 4. Sa se arate ca daca f : R — R este o functie neconstanta si periodica, fara

perioada principala, atunci aceasta nu admite primitive si nu este integrabila pe niciun interval

[a,b] C R.

Barem de corectare.

Fie F' o primitiva a lui f si (T,) n>0 Ul gir de perioade a lui f, convergent catre 0.

Deoarece F'(x +T,) = f(z+T,) =

f(z) = F'(z),

deducem ca pentru orice n € N,

exista C),, € R, astfel incat F (zr+T,) — F(x) = C,, ¥V x € R. Pentru x = 0 obtinem

C,=F(T,)— F(0) (2p), de unde

@) = @) = i PEET) = F @) F(5) = F(0)

— F'(0) = £ (0).

Contradictie cu faptul ca f este neconstanta (2p).
In continuare vom demonstra ci f nu este integrabilf pe intervalul [a,b] C R.

Functia f nefiind constanta, rezulta ca exista 3,, 8, € Im f, astfel incat (5, # (5.

Daca (Tn)n20 este un gir de perioade a lui f, convergent catre 0, atunci pentru orice interval
de forma [,z + €|, unde x € R gi ¢ > 0, existd un 7,, astfel incat [z,x + T,| C [z,x + €] si
{81, B9} C f(z,2+T,). Asadar, {8, 85} C f(v,7+¢).

Fie A, = (zf, 27, ..., 2} ) un sir de diviziuni a intervalului [a, )], cu lim |A.|| — 0. Putem

alege sistemele de puncte intermediare " =

incat f(£7) =

integrabild pe [a,b] (1p).

' Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.

(€1.65,...&n ) si&m = ( T.E5, L&), astfel
L=f() =Bsif(E) == f (&) =8, (2p).

Deoarece o, (f,&") — (b—a) By, iar oa, (f, ") — (b— a) By, rezultd cd functia f nu este



