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BAREM DE CORECTARE - Clasa a XII � a

PROBLEMA 1. Se consider¼a funçtia f :
�
0;
�

2

�
! R; de�nit¼a prin f (x) = ln (sin x) şi F o

primitiv¼a a sa. S¼a se arate c¼a exist¼a şi este �nit¼a limita lim
x!0
x>0

F (x) :

Barem de corectare.

Deoarece
Z
ln (sinx) dx = x � ln (sinx)�

Z
x � cosx
sin x

dx (2p) ; consider¼am funçtia

g :
h
0;
�

2

�
! R; g (x) =

8<:
x � cosx
sin x

; x 2
�
0;
�

2

�
1; x = 0

care este continu¼a, deci admite primitive (3p) :

Fie G o primitiv¼a a funçtiei g; cu F (x) = x � ln (sinx)�G (x) ; pentru x 2
�
0;
�

2

�
: Atunci,

deoarece lim
x!0
x>0

G (x) = G (0) 2 R şi

lim
x!0
x>0

(x � ln (sinx)) = lim
x!0
x>0

ln (sinx)
1

x

= lim
x!0
x>0

cosx

sin x

� 1
x2

= �lim
x!0
x>0

� x

sin x
� x cosx

�
= 0;

ob̧tinem c¼a lim
x!0
x>0

F (x) = �G (0) 2 R (2p) :

PROBLEMA 2. Se consider¼a muļtimea G = (�1; 1) şi opera̧tia x � y = x+ y

1 + xy
. S¼a se arate c¼a

(G; �) este un grup comutativ şi s¼a se calculeze limita şirului (xn)n�1 ; unde xn = x � x � ::: � x| {z }
de n ori

,

x 2 G:
Barem de corectare.

Demonstrarea faptului c¼a (G; �) este un grup comutativ (3p) ;

Demonstrarea faptului c¼a xn =
(1 + x)n � (1� x)n

(1 + x)n + (1� x)n (2p) ;

Calculul limitei lim
n!1

xn (2p) ;

lim
n!1

xn = lim
n!1

xn

�
1+x
1�x
�n�1�

1+x
1�x
�n
+1

= �1; pentru x 2 (�1; 0) ;

lim
n!1

xn = lim
n!1

xn
1�
�
1�x
1+x

�n
1+
�
1�x
1+x

�n = 1; pentru x 2 (0; 1) ;
lim
n!1

xn = 0; pentru x = 0:



PROBLEMA 3. FieH1 şi H2 dou¼a p¼aŗti stabile �nite a lui C� în raport cu opera̧tia de înmuļtire,

având m; respectiv n elemente. S¼a se arate c¼a dac¼a (m;n) = 1; atunci H1 \H2 = f1g:
Barem de corectare.

Deoarece H1 şi H2 sunt p¼aŗti stabile a lui C�; cu m; respectiv n elemente, rezult¼a c¼a H1 =

Um = fz 2 C� jzm = 1g şi H2 = Un = fz 2 C� jzn = 1g (3p) :

Dac¼a z 2 H1\H2 = Um\Un; atunci exist¼a un k 2 f0; 1; :::;m� 1g şi un k0 2 f0; 1; :::; n� 1g

astfel încât z = cos
2k�

m
+i sin

2k�

m
= cos

2k0�

n
+i sin

2k0�

n
, cos

2k�

m
= cos

2k0�

n
şi sin

2k�

m
=

sin
2k0�

n
(2p) : Aşadar,

sin

�
k�

m
� k

0
�

n

�
� sin

�
k�

m
+
k
0
�

n

�
= sin

�
k�

m
� k

0
�

n

�
� cos

�
k�

m
+
k
0
�

n

�
= 0;

de unde ob̧tinem: sin
�
k

m
� k

0

n

�
� = 0) k

m
=
k
0

n

(m;n)=1
=) k = k

0
= 0) z = 1 (2p) :

PROBLEMA 4. S¼a se arate c¼a dac¼a f : R ! R este o funçtie neconstant¼a şi periodic¼a, far¼a

perioad¼a principal¼a, atunci aceasta nu admite primitive şi nu este integrabil¼a pe niciun interval

[a; b] � R.
Barem de corectare.

Fie F o primitiv¼a a lui f şi (Tn)n�0 un şir de perioade a lui f; convergent c¼atre 0:

Deoarece F 0 (x+ Tn) = f (x+ Tn) = f (x) = F 0 (x) ; deducem c¼a pentru orice n 2 N;

exist¼a Cn 2 R; astfel încât F (x+ Tn) � F (x) = Cn; 8 x 2 R: Pentru x = 0 ob̧tinem

Cn = F (Tn)� F (0) (2p) ; de unde

f (x) = F 0 (x) = lim
n!1

F (x+ Tn)� F (x)
Tn

= lim
n!1

F (Tn)� F (0)
Tn

= F 0 (0) = f (0) :

Contradiçtie cu faptul c¼a f este neconstant¼a (2p).

În continuare vom demonstra c¼a f nu este integrabil¼a pe intervalul [a; b] � R:

Functia f ne�ind constant¼a, rezult¼a c¼a exist¼a �1; �2 2 Im f; astfel încât �1 6= �2:

Dac¼a (Tn)n�0 este un şir de perioade a lui f; convergent c¼atre 0; atunci pentru orice interval

de forma [x; x+ "] ; unde x 2 R şi " > 0; exist¼a un Tn astfel încât [x; x+ Tn] � [x; x+ "] şi
f�1; �2g � f (x; x+ Tn) : Aşadar, f�1; �2g � f (x; x+ ") :

Fie �n =
�
xn0 ; x

n
1 ; :::; x

n
kn

�
un şir de diviziuni a intervalului [a; b] ; cu lim

n!1
k�nk ! 0: Putem

alege sistemele de puncte intermediare �n =
�
�n1 ; �

n
2 ; :::; �

n
kn

�
şi �0n =

�
�0n1 ; �

0n
2 ; :::; �

0n
kn

�
; astfel

încât f (�n1 ) = ::: = f
�
�nkn
�
= �1 şi f (�

0n
1 ) = ::: = f

�
�0nkn
�
= �2 (2p) :

Deoarece ��n (f; �
n)! (b� a) �1; iar ��n (f; �0n)! (b� a) �2; rezult¼a c¼a funçtia f nu este

integrabil¼a pe [a; b] (1p) :

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.


