| MINISTERUI
INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEANILFOV ¥a/ | EDUCATIEI
] | NATIONALE

Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala - 15.02.2014
Clasa a IX-a M,

Problema 1

. .| 4x+4| 2x-1
Rezolvati in R ecuatia = .
4x-5 3

Problema 2

a) Ardtati ca 4x> +4x> +2>7x, Vxe [-2,0)

. . . 3
b) Determinati valorile reale ale lui &, pentru care: a° +5° +¢° +a® +b* +¢? + >k(a+b+c),

Va,b,c e[-2,»).
Problema 3
Sa se arate ca pentru orice numar natural n > 6, un patrat se poate imparti in exact » 3|3
patrate (nu neaparat de aceeasi dimensiune — in figura alaturata aveti un exemplu = 5
3

pentru n=10).

718

6

Problema 4 o | 10

a) Aratati cd, daca G este centrul de greutate al triunghiului 4BC, atunci, pentru orice punct O din planul

triunghiului avem 0G = %(@ +OB+ R’)

b) Determinati o relatie intre numerele reale a,b astfel incat punctele 4(1,1), B(a,b) si C(a+1,b+1)sa fie

varfurile unui triunghi.

Nota

e Timp de lucru efectiv 3 ore.
e Toate subiectele sunt obligatorii.
e Pentru fiecare problema rezolvata corect se acorda 7 puncte.
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Problema 1

Stabiliti valoarea de adevar a urmatoarei propozitii: “Exista numere irationale care ridicate la puterea numar
irational sa dea numar rational”.

Problema 2

Fie ¢ = #si z € C. Demonstrati ca (2—1)2 +(z—g)2 + (2—5)2 =322,

Problema 3

Sa se demonstreze ca dacd a,b,c e (0,%), atunci lg* (a_b} +1g? (Ej +1g? (%j >Ig '_abc
b b 2 b c a b 4 1000

Problema 4

Sa se determine x € (O, gj pentru care psin’x  geos’x _ 5[5

Nota

e Timp de lucru efectiv 3 ore.
e Toate subiectele sunt obligatorii.
e Pentru fiecare problema rezolvatd corect se acorda 7 puncte.
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Problema 1
2
er e @ e
2
Se considerd determinantul f(x)=|e* e ¢ |,unde acR.
2
et e e2a

a) Pentru ce valori ale lui a € R, ecuatia f (x) =0 are solutii reale?

b) Sa se determine a € R pentru care ecuatia f (x) =0 are toate solutiile numere reale strict negative.

Problema 2

Fie neN,n>2 s1 A, BeM, (Q) doua matrice cu proprietatea ca 4+ B = AB. Aratati ca pentru orice k€ N,

k > 2, proprietatile urmatoare sunt echivalente:

1) A+B+B*+..+B'=0

n*

2) B*=0,.

Problema 3

Sa se determine lim
n—»0

Problema 4

Sa se determine in functie de ¢ € R , lim x“ (\/x+1 —2\/;+\/x—1).

X—>0

Nota

e Timp de lucru efectiv 3 ore.
e Toate subiectele sunt obligatorii.
e Pentru fiecare problema rezolvatd corect se acorda 7 puncte.
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Problema 1

o . 1-x°
Sa se determine primitivele functiei f:R > R, f (x) = arccos( al 5 J
I+x

Problema 2

a) Sase arate ca Icos(x3 +1)dx = xcos(x3 +1)+3jx3 sin(x3 +1)dx, pentru orice x € R.

b) Sa se calculeze I(4+9x6)cos(x3 +1)dx ,unde xeR.

Problema 3

Pe Z se defineste legea de compozitie asociativa x*y =xy—2x—-2y+6, (V)x, y € Z. Sa se determine restul

impartirii lui 5%5%...%5 la 32014
%/_J
de 2014 ori

Problema 4
1 2x 5x%-2x

Se considerd multimea G=14,=|0 1 5x xeR{c M;(R).
0 0 1

a) Sisearatecd 4, -4, =4, ,, (V)x,yeR.

X4y
b) Sise arate cd (G, -) formeazi o structurd de grup.
¢) Sisearatecd /:G—>R, f(A4,)=x esteunizomorfismdela (G,-) la (R,+).

Nota

e Timp de lucru efectiv 3 ore.
e Toate subiectele sunt obligatorii.
e Pentru fiecare problema rezolvata corect se acorda 7 puncte.
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Problema 1
. d® b (a+b) . .
Aratati cd: —+—2>~———(V)a,beR si (V)x,yeR].
X oy x+y
Problema 2

La o fabrica de incéltdminte s-au fabricat in luna martie 2013, 540 perechi de pantofi, la fel si 1n aprilie, iar la
fiecare doua luni productia se dubleaza.

a) Cate perechi de pantofi se fabricd pana la sfarsitul anului (incepdnd cu luna martie)?
b) In ce lund/an productia va fi de 276480 de pantofi?

Problema 3

Fie ABCD un paralelogram. Sa se arate ca pentru orice punct M din planul paralelogramului avem relatia
MA+ MC = MB+MD.

Problema 4
. . D 1
Pentru orice n € N” se considera §, =—+ +..+ .
2-3 n (n + l)
< . 5 1 1 1 .
a). Sa se verifice ca =—- (V)n eN".

n(n+1) n on+l’
b). Sa se calculeze S;.

*

. ) .. . . . n
c). Utilizand eventual metoda inductiei matematice, sa se arate ca S, = ——, (V) neN".

n+1
< < < . 9 . g 11
d). Sa se gdseasca cel mai mare numadr natural nenul n, cu proprietatea ca S, < o
< < < o 9 . g 111
€). Sd se gaseascd cel mai mic numar natural nenul n, cu proprietatea ca S, > TER

Nota

e Timp de lucru efectiv 3 ore.
e Toate subiectele sunt obligatorii.
e Pentru fiecare problema rezolvata corect se acorda 7 puncte.
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Problema 1
Aflati a,beZ astfel incat 3/38+17/5 =a+b5.
Problema 2

log, X2+ log, ot log, X201

Aratati ca expresia E = 3 2 sor5 este independentd de x, pentru orice
log; x” +log; x™ +...+log, x

xe(0,1)u(L,).

Problema 3

Sé se determine suma valorilor lui x € Z pentru care are sens expresia £ (x) =log > , ., (16 —x? ) .

Problema 4

Sé se rezolve in C ecuatia z +|Z| =8+4i.

Nota

e Timp de lucru efectiv 3 ore.
e Toate subiectele sunt obligatorii.
e Pentru fiecare problema rezolvata corect se acorda 7 puncte.
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Problema 1

Se considera functia f:D >R, f (x) =+/x% +2. Si se determine domeniul maxim de definitie si asimptotele

la graficul functiei.

Problema 2
x 1 2
Sé se determine x e R poentrucare [I 2 x|=0.
2 x 1
Problema 3

sinx? 1) -1
(1) e

Sa se calculeze lim 3 — .
x—l1 tg(x _1) X —1

Problema 4

1 0 -1
Fie matricea 4={0 0 0 |eM;(R).
1 0 1

a) Si de calculeze det(4+313).
b) Sa se verifice daca A +44= 0;.

¢) Sase calculeze A+ A+ A +...+ 428,

Nota

e Timp de lucru efectiv 3 ore.
e Toate subiectele sunt obligatorii.
e Pentru fiecare problema rezolvata corect se acorda 7 puncte.
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Problema 1
Pe R definim legea de compozitie asociativd, x*y =2xy—6x—6y+21,(V)x,yeR.

a) Ardtati ca x*y=2(x-3)(y—-3)+3,(V)x,yeR.

b) Calculati 1%2x*...%2014.
¢) Existd a,beR/Q astfel incat a*b e N? Justificati raspunsul.

Problema 2
Sa se calculeze integralele 1 = I - MY gy siJ= J‘&dx ,unde x € (O,Ej.
sin x + cos x Sin x +cos x 2

Problema 3

Fie f,F:(l,0) >R, f(x)=+vx—-1, F(x)=(ax+b)Jx—1, unde a,b € R. Determinati a,b € R astfel incat F

este o primitiva pentru f .

Problema 4
. . 1 x
Se considerd multimea G = {A(x) = (O 1j| xe Z}.

a) Si se arate cd (G, - ) este grup.

b) Arataticd f:Z— G, f(x)=A(x) este un izomorfism de la (Z,+ )la (G,-).

Nota

e Timp de lucru efectiv 3 ore.
e Toate subiectele sunt obligatorii.
e Pentru fiecare problema rezolvatd corect se acorda 7 puncte.



