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CLASA a Xl -a

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Notia: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.
Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul corespunzator.

1. Fie A € M,(C) o matrice cu Tr(A) = 2 si det(A) = 3. Demonstrati ca
2 det(AZ + 12) - det(A2 + 312) = 4

Solutie:

Utilizand relatia Hamilton-Cayley, avem cd A? — Tr(A) - A + det(A) - I, = 0,, deci
A% — 2A + 31, = 0,, de unde rezultd ci A% + 31, = 2A. Trecand la determinant obtinem ci
det(A? + 31,) = det(24) = 22 - det(4) = 12.

Pe de alti parte, din A2 — 24 + 31, = 0,,avem ci A?> + I, = 2A — 21, = 2(A — I,), deci
det(A? + I,) = det(2(4A — I,)) = 4 - det(4 — I,).

< _(a b a—1 b
Daca A—(C d c d—1

(a—1)(d—-1)—bc=ad—bc—(a+d)+1=det(A)) —Tr(A)+1=3-2+1=2.
Deducem ci det(42 +1,) = 4-det(A—1,) =4-2 = 8.
Concluzionidm ci 2 det(4%2 + I,) —det(4%2 +3,) =2-8—12 = 4.

) e My(©), atunci A—1 = ( ). dar det(4—1I) =
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Detalii de rezolvare Bare;m

asoclat
Deduce din relatia Hamilton-Cayley c¢d A2 — 24 + 31, = 0, 1p
Obtine ci det(4? + 31,) = det(24) = 12 1p
Obtine cd det(4? + I,) = det(2(A — I,)) = 4 - det(4 — I,) 2p
Calculeaza det(A — I,) si obtine det(4 — I,) = 2, de unde det(4% + I,) = 8 2p
Concluzioneazi ci 2 det(4%? + I,) — det(4®> +31,) =2-8—-12 =4 1p




S

INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN ARAD > A MINISTERUL EDUCATIEI
5 ' BN i cercETARI
Strada Corneliu Coposu nr.26, Telefon: 0257 / 28 0008, Fax 0257 / 21 47 46, h OM “\4’

web : www.isjarad.ro e-mail: inf_arad@isjarad.rc

2. Fie matricele A, B € M,,(C). Sa se arate ca:

a) daca | + AB este inversabila, atunci |+ BA este inversabila.

b) daca 1, +(AB)" este inversabila, atunci 1, +(BA)® este inversabila, pentru orice p €

N, p=2.

Solutie:

a) Daca |, + AB este inversabild, atunci exista C € M, (C) astfel Tncat
C-(1,+AB)=(I,+AB)-C=1_,adica C+CAB=C+ABC =1, de unde obtinem
CAB=ABC=1-C.

Avem:

(1,+BA)-(1,-BCA)=1,-BCA+BA-B(ABC)A=1-BCA+BA-B(I,—C)A=

=1,-BCA+BA-BA+BCA=1,

(1,-BCA)-(I,+BA)=1,+BA-BCA—-B(CAB)A=1,—BCA+BA—B(l,—C)A=

~1 —BCA+BA—BA+BCA=1

Prin urmare, 1, +BA este inversabila si (1, +BA) " =1, ~BCA.

b) Avemci I, +(AB)" = 1, Al BABABA.BA |B =1, + A-M, unde M = (BA)" "B.

(p-1) perechi
Cum I, +A-M este inversabila, din rezultatul de la punctul a) rezultd ca I, +M-A este
inversabila.

Deci I, +( BA)p_1 -B-A=1,+(BA)" este inversabila, pentru orice p € N, p > 2.



MINISTERUL EDUCATIEI

/
@ INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN ARAD k V)
Strada Corneliu Coposu nr.26, Telefon: 0257 / 28 0.008, Ffu 0257 /2147 46, 11(('1\"»\\'//

SI CERCETARII
web : www.isjarad.ro e-mail: inf_arad@isjarad.ro
Detalii de rezolvare Barem
asoclat
a) Cuml_ + AB inversabila ,existd C e M;,(C) astfel incat 2p
C-(1,+AB)=(I,+AB)-C=1, sideduce ca CAB=ABC=1 -C
Calculeaza (1,+BA)-(1,—BCA)=1, 1p
Calculeaza (1,—BCA)-(I,+BA)=1, 1p
Deduce ca |, +BA este inversabila si (1, +BA) " =1, —BCA. 1p
b) Scriel, +(AB)" =1,+A| BABABA..BA |B=1,+A-M, cu M =(BA) "B |
n n - — U= n p
(p-1) perechi
Foloseste a) si deduce cd 1, +M-A=1_+(BA)" este inversabila 1p
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3. a) Fie a € N". Si se calculeze Ilm{\/a (2a—1)n+1}, unde {x} reprezinta partea

n—o0

fractionard a lui X.

b) Calculati limsin2 (m/n2 L on+ 2) .

n—o0

Solutie:
a) {x} {\/a +(2a-1) n+1} \/a +(2a-1)n+1- [\/a +(2a— 1)n+1}

a’n’+(2a-1)n+1=a’n’+2an—-n+1=a’n’+2an+1-n=(an +1)2 -n<(an +1)2

Pe de alta parte, a®n? + (2a — 1)n + 1 > a®?n?, Va € N*,vn € N.

Rezultd a’n? < a?n?+ a—1)n+ 1< (an+1)?, Va € N ,vn €N,

de unde an<\/a2n2+(2a—1)n+1 <an+1, Va€N*vneEN,

deci [\/a +(2a— 1)n+1} an si

B 2,2 2,2
Ilm{\/a +(2a- 1)n+1}_llm(\/a +(2a-1)n+1- an)_ Ilman +(2a-1)n+1-a'n

n—e = n—e \/a 2a 1 n+1+an
® n 2a—1+1
(2a—1)n+1 w n 2a—1
=lim =lim = e
n—oo n—o0 a
\/a +(2a-1)n+1+an n(\/a2+(2a—1)1+12+aj
n n

b) limsin? (m/n2 +2n+2) = limsin? (m/n2 +2n+2 —ﬁn) = limsin? |:7Z(\/n2 +2n+2 —n)} =

n—o n—oo n—o

2

n2+—

o nf+2n+2-n° o, 2n+2 o ( nj
=limsin“| = =limsin“| = = limsin?

N JnP+2n+2+n) ™ An?+2n+2+n) ™ ( 2 ]
1+— +—2+1
\ n
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Detalii de rezolvare Barem
asociat
a) Obtine [\/azn2 +(2a—1)n+1}:an 1p
Obtine ca Iim{\/azn2 +(2a-1)n +1} = Iim(\/azn2 +(2a-1)n +1—an) 1p
Amplifici cu conjugata expresiei \/aznz +(2a-1)n+1-an 1p
Finalizeaza limita si obtine ——— 1p
2a
b)Scrie limita ca Iimsinz(zz\/n2+2n+2—7rn) 1p
Amplificd cu conjugata expresiei z+/n*+2n+2 —zn 1p

Obtine limita 0

1p
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4. Fie sirul (X,)ns0 CU Xo = 0 §i X401 = X + a + /b2 + 4ax,, pentru orice n € N, unde

X

a,b > 0. Determinati lim n’;.

n—-oo

Solutie:

Ludnd n = 0 in relatia de recurentd, obtinem x; = xo + a + \/m =a+Vbh?=
=a+b.

Ludnd n =1 1in relatia de recurenta, obtinem x, = x; + a + m =2a+b+
+Vb? + 4a? + 4ab = 2a + b ++/(2a + b)? = 4a + 2b.

Aritim prin  inductie matematicd faptul c¢i x, =n?a+nb,vne€N. Fie

propozitia P(n): x, = n?a +nb,Vn € N,
Etapa de verificare. P(0): x, = 0%a + 0b = 0, ceea ce e adevirat din ipoteza.
Etapa de demonstratie. Presupunem propozitia P(k): x;, = k?a + kb, k € N adevirata si

demonstrim ca propozitia P(k + 1): x;4, = (k + 1)?a + (k + 1)b este adevirata. Folosind

relatia.  de recurentd, avem ci Xg4q = X +a++b%+4dax, =k?a+kb+a+

+,/b% + 4a(k?a + kb) = k?a + kb + a + Vb% + 4a%k? + 4abk = k*a + kb + a +

+JQak +b)2 =k?a+kb+a+2ak+b=ak?+2k+1)+b(k+1)=(k+1)%a+
+(k + 1)b , deci P(k + 1) este adevaratd. Conform principiului inductiei matematice, P(n)

este o propozitie adevarata, vV n € N.

2
. o 1. x . n<a+nb . b
Atunci avem ca lim =2 = lim — = lim (a + —) =aq.
n-ooon n—-oo n n—-oo n

Detalii de rezolvare Bare:m
asociat
Deduce prin calcul directca x; = a+ b 1p
Deduce prin calcul direct ca x, = 4a + 2b 1p
Demonstreaza prin inductie matematica faptul cd x,, = na + nb,vn € N 4p
. < 1 . Za+nb . b
Obtine cd lim 22 = lim =2 = lim (a + —) =a 1
’ n—oo n? n—ooco N2 n—oo n p






