MINISTERUL EDUCATIEI SI CERCETARII

INSPECTORATUL SCOLAR AL JUDETULUI TIMIS

CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA ”ADOLF HAIMOVICI”
ETAPA LOCALA — 21 FEBRUARIE 2020

CLASA aIX-a

H1

BAREM DE CORECTARE

Demonstrati urmétoarele inegalitti:
a) x+y+z = Jxy+.Jyz+vxz(V)x,y,z Ry

a b c 3
b) fo+ =+ =5 (V)a,bceR,

Rezolvare:

a) Inegalitatea din enunt este echivalenta cu

2x + 2y + 2z — 2. [xy — 2./yz — 2\/xz = 0, Ip

care, la rAndul ei, este echivalentd cu
2 2

(\/E - \/;) + (ﬁ - \/E) + (\/E — \/E)Z > 0, adevarati pentru orice Ip

numere reale pozitive x, y, z.

b)Noténda+b=x,b+c=y,c+a=z,0b‘;inema=w.b=

x+y—z +z—-x e s . . .
27 ¢ = X—="= Cuaceste notatii, inegalitatea din enunt devine:

2 ! 2
+ y

chEint AR S Al SFNPA AL SY ) inegalitate echivalentd cu G + ;) +

Z

R e It et s s 2

y z
e + f) + G + l) > 6, si care se obtine insuméand inegalitatile:

IL.

a) Sirul (ay)n>| are proprietatea a; + 2a, + 3a3 + ... + na,= n(n+1)(2n—-1) pentru orice
n>1. Arétati ca (ay)n>1 este o progresie aritmetica.

b) Intr-un cerc dat se inscrie un patrat, apoi in patrat se inscrie un cerc, in care se
inscrie un nou pitrat, in care se inscrie un cerc, procedeul continudnd de un numar infinit
de ori. Demosntrati ca:

i) Perimetrele pétratelor formeaza o progresie geometrica
ii) Ariile discurilor formeaza o progresie geometricé.

Rezolvare:

a) a; +2ay + 3a3 + ... + nay + (n+1)ay = (n+1)(n+2)(2n+1)
n(n+1)(2n-1) + (n+1)an = (n+1)(n+2)(2n+1) 1p
ap+) = 6n+2, (V) n>1 1p

Repetind rationamentul pentru a, obtinem a, = 6n—4, (V) n=1.
Deducem au1 — an = 6, (V) n21, deci sirul (ay)nz1 este o progresie aritmetica de

1
ratie 6. P

b) i) Fie Py, si Py doud pitrate consecutive, sunt unul circumscris si unul inscris




=x € [\/Z—z-)

Cazul IV: x € [V3,2)=x € [3, =[x =3 =>[2x] =3 = x €[5, 2)=x €
[V3.2)

Cazul V: x € [2,4/5)=x2 € [4,5)=[x"] =4 =[2x] =4 =x e[Z,g) =X €
[2,V5)

Cazul VI: x € [V5,1 +v2)=x% € [5; 3+ V8)=[x] =5 =[2x] =5 =x

e[2,3), contradictie.

Solutia ecuatiei este: x € [0, -;—) U [\/Z —2-) U [\/§, ARV [2,\/5) saux € [O,%) U
VZ 3 U[V3B)




in acelagi cerc. Patratul inscris in cerc are diagonala egald cu diametrul cercului, Ip
iar pitratul circumscris are latura egald cu diametrul cercului. Raportul
4l 41 — __\/__7_ — i
41, d V2’ Ip
constant = Sirul perimetrelor pétratelor este o progresie geometricd.

perimetrelor lor este egal cu raportul laturilor lor, adicd ——

b) ii) Fie C, si Cps1 doud cercuri consecutive, sunt unul circumscris i unul

inscris in acelagi patrat. Diametrele lor sunt egale respectiv cu diagonala si
Th41 _

! 1
makedw ie \/_, iar raportul p

latura patratului, deci raportul razelor lor este ==

Y
ariilor discurilor este Z“ = (“;i) = %, constant = sirul ariilor discurilor este
n n
0 progresie geometrica. Ip
IIL
in triunghiul ABC se considerd punctele M € (AB), N e (AC), P e BC astfel incat
BC = 2CP, % = % si % = % Aritati ¢ punctele M, N, P sunt coliniare si determinati
raportul 2
portut e
Rezolvare:
Din BC = 2CP obtinem BP = 3CP, de unde % =3, Ip
Ip

Wl

. NC 2 .. NC
Dm — == obtmem W
Se obsexva cd yAM BF CN _1.3.2_ 1 si, conform reciprocei teoremei lui

MB PC NA 2 1 3 30 p lp

Menelaus, puntele M, N, P sunt coliniare.

W:W+W=—§E+%Zﬁ

Ip
MP =MB + BP ==-AB+—-BC ==AB +—(BA +AC) =——AB +-AC
3 2 3 2 6 2 2p
3 ( Ly P A_C’>
MN j 22 3 >
Finalizare: il p
Iv.
Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia: [2x] = [x%].
G. M. 6-7-8 /2019
Rezolvare:
Cum x*2 0 =[x’]> 0 =[2x]> 0 = x [0, +o0)
2x]=[x]=x*-2x< 1 = x-1)<2=>—/2<x—-1<2=x€[0,1+
v2)
Cazul I: x € [0, )= € [0, )=[x"] = 0 =5[2x] = 0= x €[0, 3) o

Cazul IL: x € [1,v2)=x € [1,2)=[x)] = 1 =[2x] = 1 = x €[5, 1),
contradictie Ip
Cazul IIT: x € [V2,V3)=2? € [2,3)=[x] =2 =>[2x] =2 = x &[1,5)




Ministerul Educatiei si Cercetarii Inspectoratul Scolar al Judetului Timis

CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA

"ADOLF HAIMOVICI"
H1 etapa locald — 21 februarie 2020
CLASA A X-A

Filiera teoreticii, profil real, specializarea Stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE

SUBIECTUL 1

Fie numérul a = i/4 ++/15 + 3;/4 —+/15.
a) Verificati egalitatea a® — 3a — 8 = 0.

b) Demonstraticd a € (\/Z 3).

¢) Demonstrati ci numirul x = log,(a? — 3) + log, (g + 3) + logs % este natural.
2

1
) Obfine a = 4+ VTS +4 = VI + 31| (4 +VT5) - (4 = VT5) - @ P
Deduce a® = 3a+ 8,decia® —3a—8=10 Ip
b) Observia > 0sidin 8 = a(a? — 3)deduce a >+/3 Ip
Dacda > 3 se obtine contradictic cu 8 = a(a? — 3), deci a € (\/3-, 3). Ip
¢) Folosestea(a? — 3) = 8si obtinex = log2§+ log, a® + log, a Ip
8
=1 (— : ) 2
x = log, " al+ Ip
x=5€eN Ip
SUBIECTUL II
Fie functia f: R — R, astfel incat f(x) + 2f (-iL-) =x%+ ;25 +3,Vx € R".
a) Determinati functia f.
b) Stabiliti daca functia f este bijectiva.
, —y2020 __1
¢) Calculati suma S = ;%25 o2
a) finlocuind pe x cu % in relatia datd obtine:
1 1,
f(;)+2f(x)=—x—2+2x +3,vx R ip
Din relatiile:
N, 2 )
f(x)+2f(;) =x +;5+ 3,vx ER
1 1 )
f(;)+2f(x)=ﬁ+2x +3,vx € R* Ip
. 1 1 2 2
obfinef (x) +2f () = 2f (5) = 4f () = x> + S +3 = 5 —4x” = Ip




6Deci f(x) =x%* +1

b) Deduce ca f nu este injectivd Ip
Deduce ci f nu este sur jectivé, deci nu este bijectivi Ip
5 ¢ — y'2020 2020 2020 2020
¢) Calculeazi$ = Y35 f(k) = = Y=z kz 1 = Yk=2 - 1)(k+1) Z (
1
Eﬂ Ip

Obfine § =2 (3~ ———)

2\2 2020 2021 1p

SUBIECTUL 11
a) Aritati cd a = 0, undea = 2\'1"g2 — 3vloga2,
. 1 1 _
b) Determinati n € N* astfel 1ncat s+ og,23 + 8,73 + ot logzn = 55log, 3.

¢) Fie a,b,c >0, ab# 1, bc # 1, ac # 1.Dacd x = logy, a, y =log., b, z =logy, c,
demonstrati cia®+DO-2) . pO+DE—x) | (e+DE-y) = 1

a) Deduce 2v10823 = 3v1832 & flog, 3 - log, 2 = /logz 2 - log; 3 & 2p
Jlog; 3 = flogz 2 - log, 3 ©log; 3 =logs 2 - (log; 3)* & 1 =logz 2 - log, 3
(adevirat) , deci a=0
b) Calculeazd Y3 ~liog 0 —Zk 1(k -logg 2) = logz 2 &5—9 Ip
Obtine ﬂzii) = 55, de unde n=10 Ip
¢) Utilizeazilogy,, a = x = a = (bc)* = a**! = (abc)*.
Analogh?*! = (abc)?, c*t' = (abc)? Ip
Obtine;:
G D02 = (qho)*0-2) pO+DE—2) = (gpc)y @), EHDE-Y) = (abc)2G—») Ip
Finalizare Ip
SUBIECTUL 1V
Fie Z1y Z9y w05 22020 eC , astfel Tncat |21| = |Zzl == |Z2020| = 1§1 Z1 + Zy + et Z2020 — 0.

a) Demonstrati ci |z — z;|? + |z — 25]% + - + |2 — 25020 |% = 2020(|z|* + 1), pentru orice
z € C.
b) Aritati cd, dacd |z — z;| S 1, |z — 25| £ 1,..., 12 — Zy020] < 1, atunci z=0.



a) Utilizeazi |z — 2, |*=@—2¢) - (z — 2) = |2|* + |z |* — 2z}, — 2%, Ip
Vk =1,2020
Adunand relatiile pentru k = 1,20200btine:
lz— 21| + |z — 2| + -+ + |2 = Zp000* =
= 2020]z|? + |z(|* + |2|* + -+ + | z2020|* — 2(Z1 + 22 + -+ + Z2020) —
—'Z_(Z1+Z2+“’+Z2020) 2p
Foloseste relatiile:
zy + 73+ + 2000 = 0,51+ + -+ Zpoz0 = 0,)z1| = |z2] = = |z2020] = 1 Ip
si finalizeaza
b) Ridicand la patrat si adunand inegalitatile din enunt obtine: 2p
|z — 21 |?+]z — z|* +_+|z — 23020 |* < 2020
Din (a) obtine:
2020(|z|> +1) <2020 = |z|* < 0= |z| =0 =z =0 1p
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CLASA a Xl-a

Hi

BAREM DE CORECTARE

fn M, (R) se considerd matricile A = (;L :g) sily = ((1) (1)), precum §i

submultimea G={X(a)/ a € R,X(a) = I, + aA}.
a) Calculati A”.

b) Aratati ci X(a) X(b)=X(a+b+ab), oricare ar fi a,b numere reale.
¢) Aritati cd X(1) X(2) ... "X (2019)=X(2020!-1).

Rezolvare:
2 _ ] _ 4 —6 lp
o #=ra=(; 9
b) X(a) X(b) = I, + aA + bA + abA? Ip
Finalizare lp
¢) Demonstreazi cd X(atb+ab)=X((a+1)(b+1)-1) Ip

Demonstreazi prin inductie c¢a X(1) X(2) - ...- X(n) = X ((n + D! - 1)
Etapa de verificare (sau observi cd X(1)- X(2) = X(3! - 1),

X(1)-X(2)-X(3) = X(4! - 1)) Ip
Etapa de demonstratie Ip
Finalizare Ip

IL

in reperul cartezian xOyse considers punctele A(m,m), B(1,m-2) si C(-4, 2m+1)
a) Dacd m=3 determinati ecuatia dreptei BC.
b) Verificati ¢4 pentru orice numir real m, punctele A, B, C nu sunt coliniare.
¢) Demonstrati ¢i aria triunghiului ABC este cel putin 3.

Rezolvare:
a) BC: 6x+5y-11=0 Ip
b) A=—m?-2m-—7 Ip
Aratd ¢i —m?% — 2m — 7 # 0, YmeR =A,B,C nu sunt coliniare Ip
1
©) Aaapc =7 4] Ip
1
AAABC = E‘ ' (mz +2m+ 7) lp
min(m? +2m+7) =6 Ip
meR
Finalizare:min,, g Aaspc = 3 Ip




1L

. o TIET Inlig +x4x2
a) Calculati urmatoarea limita: lim,_,q it

b) Si se determine meR astfel incét functia f sd aiba limita in punctul x,=0, unde

Vvx+4-2
Fi[~4, +00) > R, f(x) = (e%{ - 1) (m+1)
Jm? —2me* + 1,x =0

,—4<x<0

Rezolvare:
. Infft +x+x2) . Inlfl +x4+x2) x+x? 1
a) limy p————= =limy o — ——— p
Inliit +x+x%) _ . x+x? _
limy 0 I R 1, limyg = 1 1p
i .2
Finalizare : lim,_,q it 1
Ip
b) 1,(0) = lim £ () = lim x — Ip
s x—0 %0 3'2—’( 13 6(m+1)
x<0 (n1+1)-(4m+2)-“’—3;—'—§i
z
14(0) = lim f(x) = /(m = D) = |m— 1] Ip
x>0
1
1.(0) =1;(0)  ———r= -1 1
0) = 14(0) = gy = Im =1 p
Dacd me[l,+0) > m = \/Z
Daci me(—o0,1) > m =+ \E p

Iv.
1. Determinati a,b e R astfel Incat dreapta y = %x + 1 sa fie asimptotd spre +oo la
3

X

i’ D fiind domeniul maxim de definitie.

Va2 +Vx245+a

graficul functiei f: D — R, f(x) =

2. Si se determine parametrul real a astfel incat lim, TS fie
finitd si apoi sd se calculeze aceastd limita.
Rezolvare:
) 1
aym=-
4
e )1
m=lim—=— 1
x—00 X a p
>a=+t2
n=1
n = lim (f(x) — mx)
X —00
= b _ 1 1
2a P
Dacéd a=2=>b=-4
Daca a=-2=b=4 Ip




Vxr2+VxZ45+a

b) Dacd a# —5=]lim - este infinitd (nu convine
) X2 3y 2 +Vax2+5x+23—9 ( )

Daci a=-
55%im VetZ4Vxi45-5 lim X+2—24Vx245-3
X2 3y 24 axZ +5x+23—9 X2 By—2-2+VAx2 +5x+23—7
¥+2—2  Vx245-3
+
li x—72 x—2
xo2V3x—2—2 | Vax?45x-+23-7

x—2 x—2
\/x+2—2_1

X=2 Xx—2 Z

g
I

2
"3
V3x—2—-2 3
x—o2 X—2 T4

Vax? +5x+23-7 3

lim = —

x-2 x— 2 2
Finalizare: lim AZHVTASS 1L
o A VAx 2455 +423—9 27
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CLASA A XII-A

Filiera teoretici, profil real, specializarea $tiintele naturii
BAREM DE CORECTARE

SUBIECTUL I

. B - ,,e X

Pe multimea G = (0, o) se considerd legea de compozitie x * y = ;ryzoz?‘
a) Demonstrati c3 legea ” * ” este asociativi.

b) Stabiliti daca legea ” * " admite element neutru.

2020 2020 2020
€) Tonwslk LT w 2020 * (2 - 2020) * (3 - 2020) * ... (2019 - 2020).

o _ xyz 1
a) Caleuleazd (x * y) * z = xy +xz +yz—2020 (x+y+2—2020) P
< _ xXyz
Caleuleazdx * (y * Z) - xy+xz+yz—2020(x+y+2z-2020) lp
Finalizare Ip
; = = e e — 1
b) Dinx * e = e * x = x obtine oo = % 1P
Deduce ci legea nu admite element neutru p
c) Observid ci 2020 * x = x * 2020 = 2020, pentru orice x din G 1p
Noteazs 22,2020, 2020 _
2019~ 2018 2 g
(2+2020) % (3+2020) *...(2019 - 2020) = b
Obtine
etk Lk 220 2020 % (2 - 2020) * (3 - 2020) * ... (2019 - 2020)=
=a*2020xb = (a*2020)*b = 2020 x b = 2020 Ip
SUBIECTUL II
1—-x 0 X .
FieM = {AGOla@ = 0 o o ), xer-{}h
X 0 1-x
a) Aratati cd (M, ‘) este grup abelian.
b) Calculati simetricul elementului A(2020).
¢) Calculati A" (x),n € N*.
a) Obtine A(x)-A(y) = A(x +y — 2xy)
Deduce ci pentru x # % siy # % se obtine x +y — 2xy # % Ip
Stabileste ci inmultirea matricelor din M este asociativd, comutativa si are |
elementul neutru A(0). P




Deduce cd simetricul elementului A(x) este Alx) =4 (ﬁ) X F % si Ip
finalizeazi.
b) Stabileste ca simetricul elementului 4(2020) este A (igig) Ip
ath of A2(0) — A (02 g3y = 4 (G2 2
c) Aratici A (x)—A( > ),A (x)—A( > ) )
Demonstreazi prin inductie matematicd A" (x) = A (ﬂgz_x)_) 1p
SUBIECTUL IiI
o 1 %"
Fie sirul (I,,)pen+, cu termenul general I, = fo F%ﬂdx’ a>0.
a) Demonstraticd I, 5 + 1,41 +a-1, = ﬁ; ,Vn €N
- 1 1 *
b) Demonstraglcam <I, Sm, vn € NY,n = 2.
¢) Determinati numirul real g stiind ¢d lim,,,,, (n - I,) = -20%.
1 xn+2+xn+1+a.xn 1 1 2
a) ILyypothiytal, =f0—mdx=f0 x”dx:m p
b) Deduce
1 X" (x _ 1) . . lp
In+1 —In = fo mdx < O,Vn eEN*= In+2 < ]n_|_1 < In,Vn EN
Obtine
1 .| 1p
m=l,1+2+1,1+1+a'1n <Q2+a)'I,=1, Zm ,VneN
Obtine
1 1 . 1p
m—1,1+2+1n+1+a-1n =>Q+a) L= Ly Sm,Vne N
1 *
=1, Sm, vneN,n=2.
1 — 1 iobtine ——— —nr |1
¢) Foloseste vy < I < gy st obtine ey < nh <oy | P
L 1 o g 1 1
Obtine lim, L, (n* 1) = - (T. clestelui) si dm}i—:z = Mdeduce a=2018 Ip
SUBIECTUL IV
. . " _ x3-3x+a X% tax+5
Fie a € Rsi functiile f, F:R - R, f(x) = GITDGTT (x) = o ¥ € R.

a) Aritati cd F este o primitiva a functiei f.

b) Dacid a=0, calculati fo\/gf(x)dx.




¢) Determinati a astfel incat foz F(x)dx — f_oz F(x)dx = 2.

. ' _ x%4ax+5 Ip
a) Obtine F ’(x) =
Deduce F (x) = f(x) si F derivabild pe R, deci F este primitivi a functiei f. Ip
b) Calculeazi [ V3 f(x)dx = F(x) l‘/?’-— F(v/3) = F(0) = —1, pentru a=0 2p
¢) Face substitutiax = —t si obtine f F(x)dx = — f F(-t)dt = f F(—x)dx Ip
_ 2 Zax
Obtmef F(x)dx — f F(x)dx = f F(x) — f F(—x)dx = [, = dx
2aVx? +1|3= Za(\/_ 1) 1p
Din 2a(v5—1) =2 obtine a = \/—H Ip




Ministerul Educatiei Nationale Inspectoratul Scolar al Judetului Timis

CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA

"ADOLF HAIMOVICI"etapa locald — 21 februarie 2020
H2 CLASA a IX-a

Filiera tehnologica : toate specializirile, filiera teoretici — profilul umanist, filiera vocationali —
toate profilurile cu exceptia profilului militar

BAREM DE CORECTARE

SUBIECTUL I

Fie (a, )"21 o progresie aritmeticd cu a; =—4 si a; =6 .
a) Determinati primul termen si ratia progresiei .
b) Calculati a,+as+a,+..+ay,.

1 -
¢) Demonstrati egalitatea + ! +..+ = ! , VneN, n22,
a-da, a4, a, yyd, 44,

a) Determind r =5 1p
a,=—14 1p

b) numirul de termeni ai sumei este 101 ip
a,+as+ay +...+a,, =101-986 2p
Sau (Ip)
a+as+ay,+..+a, =101a +4r +8r +12r +...+400r (2§)
Finlizeazd)

1 — - -

9) + ! +ot L =1 B=h  B7DH a"—l),vneN,nzz. 1p
a-a a4 Ay, 7 a-dy Ay dy Ay - 4,y 1p
Finalizare 2p)
(sau aplicd metoda inductiei matematice si demonstreazi egalitatea)

SUBIECTUL II
Se considerd predicatele p(x) : "|2x - 1|+|3 - 6x|= 4, x e R" si q(n) : "\/ n(n + 1)(17 + 2)(n + 3)+ 1eQ, neN".

a) Aflati valoarea de adevar apropozitiei p(— 1) —>q (1)

b) Determinati multimea valorilor de adevar ale predicatului p(x).

¢) Stabiliti valoarea de adevir a propozitiei Va, q(n) .

) v(p(1))=0, v(q(1)=1 tp
=v(p-1)—q(1)=! P
b)
[2x—1|+[3-6x| =4 < 42x-1|=4 2p
Determind multimea valorilor de adevir ale predicatului p(x): {1;0} 1p
o)+ D)+ 2)n+3)+1 = +3n)\n> +3n+2)+1 1p
Notand 7 +3n=a, obtine Ja(a+2)+1=y(a+1) = \/(nz +3n+ 1)2 €eQ,VneN=
Vn, q(n) adevirata . (V(Vn, q(n)) =1) 1p




SUBIECTUL III

a) Demonstrati , folosind eventual metoda inductiei matematice , egalitatea:

2 2 2 2
1_+£._+ 3 4.+ n = 77(1’7+1) ,VI’IEN*.
13 3.5 5.7 (2n-1)-@2n+1) 22n+1)
6 7° 167
b) Calculati + +..+ .
) YT 32% -1
a) Etapa de verificare 1p
2 1p
p+)e n(n +1) N (n+1) :(n+1)(n+2)
22n+1) @n+1)-2n+3)  2(2n+3) 2p
Finalizeazi etapa de demonstratie
2 2 2
b ? N '2/ . 126 _16(16+1) _ 5(5+1) 2
12 -1 14> -1 322-1  2(32+1) 2(10+1)
Obtine 21 1p
33
SUBIECTUL 1V
Se considerd triunghiul echilateral 4BC' cu AB=12. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului i M
mijlocul laturii BC,
a) Demonstrati AB+AC =24M .
b) Demonstrati OA+0B +0C =0.
¢) Daci D este simetricul punctului O fata de M , calculati modulul vectorului DB +DC + DO .
a) AB+BM=AM , AC +CM=AM Ip
. Ip
De unde concluzia
b) OA+OB +0C = OA4+20M }p
. N e p
Justificd 20M =—-0A4,de unde OA+ OB +0C =0
¢) Cum in patrulaterul = DBOC diagonalele se Tnjumitdfesc=> DBOC parallelogram
=[DB+DC + DI}~ 2D0)| .
DO | = p0| =[40| = 2 am
[po |= 0| - [40|-3 1p

]E?+R*+Fé|z2‘iﬁ| =83

1p
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CLASA A X-A

Filiera tehnologicii : toate specializirile, filiera teoretici — profilul umanist, filiera vocationald — toate profilurile cu exceptia
profilului militar

BAREM DE CORECTARE

SUBIECTUL 1

Se considerd numerele reale a = (\/g + 5)- (\/:/3 \/_ \/g\/— + \/— \/_\/_ + \/_ \/_\/_J

2100+10100 0.01
| Bl e -09”)] s e, 5 -ton -

25" 1
a) Ardtafi ¢ numarul real @ este patrat perfect.
b) Aritatica b=1.

¢) Calculati media geometricd a numerelor 3\/_ b, 2°,

1p
) (5 +5). B2 A 3N 4
"(“)( R A A e T i
Obtine @ =4 =2? 1p
b) 2100 | 100 (5100 _ | 0.0l Ip
b:{ 25100 _| ( 2100 I}

. 2100(1 + 5100) 5100 _q 0.01 Ip
= (5100 _1Y5'® +1)' 2100 =1

:-lilog23~—log2( \/—) P

Obtine ¢ = 2
ne =
3 1p

S 2 2 1p
mg=\23.1.2 3 =1

SUBIECTUL 1I

Fie E(x)z log2 %&U%), xe D, unde D este mulfimea tuturor valorilor reale ale lui X pentru care expresia este bine
X+
198
definiti . a) Calculagi E(\E ) b) Determinati multimea D ¢) Calculati E()+ E(2)+ +E(98)+10g2 55
- 1p
) B2 -1)-log, V2-1)2 +1
(V2
E(\/E - )= -1 1p




b) 1p
Impune conditia x(x b 22) >0,
(x + 1)
Deduce x € (—00,— 2) L (0,0). 1p
. Ip
& E()+ EQ)+ ...+ E©08)+ log, 0= 1o 1’—3-&515...-2@]“0
( ) ( ) ( ) g2 25 g2 22 32 42 992 g2
100 198
log,—+log,—=2. 2
2798 " 85 b
SUBIECTUL III
Se considerd numerele complexe z, =12—=57 §i z, =1+1.
a) Determinati numerele a,b € R astfel incét 4 =a—bi.
Z
3 u
. s Z "4
b) Calculati modulul numérului complex -
169i
¢) Determinati numirul complex z astfel incit 7%= 221.
a) Deduce g = H, b :z 2p
2 2
b) 3 1 1p
ENE _ |2 '|Z2l -
| 169 | [169i]
_(y(2) Ip
169 1p
=13.322 =41612
o) Obtine @* —b* =24 i 2ab=-10 Ip
. . . Ip
Obtine z € {5 ~1;—5 +l}
SUBIECTUL IV Se considerd o functie f : R — R cu proprietatea f (log2 X —3) = %:—, Vxe (O, 00).
a) Calculati 2log25_2.
b) Determinati numerele reale « si ¢ care verificd relatiile g = 10g2f —3si f (a):4.
¢) Calculati f(1)+ f(2)+...+f(10).
a) 2log2 5-2 — 2 2p
4
b) Ip
fl@)=4 flogyr-3)=4 e 2 =4
1p
Deunde t =16 si a=1
FO+£Q)+...t £(10)= fllog, 16-3)+ f(log, 32— 3)+...+ f(log, 2 -3) 1p
C) 24 25 213 lp
=S =
4 4 4 1p
=4092
" : 2p+
Sau : % =252 = f(log, x —3) =B 2 f(a) =2 e
Ip)

finalizeazd
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SUBIECTUL I

Convenim sd spunem ci matricea A= [

4 ] € M, (R) este deosebitd dacd a+d =0 sideterminantul ei este

c
egalcu —1.
a) Dati exemplu de o matrice deosebit.
o X x+y —x-2y
b) Determinati numere reale (x, y) € R x Raastfel tncét matricea 5 e M,(R)
X -y
sé fie deosebita.
¢) Dacd matricea A4 este deosebita calculati 42
a) Furnizeazi un exemplu corect 2p
b) Deduce x—y =0, -—2y(x+y)+x(x+2y)=—1 Ip
Finalizeazi si obtine (x, y) € {(1,1), (— 1,—1)} 2p
¢) Deduce, eventual din ecuatia lui Cayley sau prin calcul, A =1 ) 1p
2020 _
=47 =1, 1p
SUBIECTUL 11
A
a- ){2020*‘1 - IJ, x<l1
Se considera funcgia £ :R\{l} > R, f(x) = , a€R
ln!l +e'—e )
> ,x>1
X —x
a) Pentru a =1 determinati ecuatia asimptotei spre — oo la graficul functiei f .
b) Determinati @ € R stiind ci exista Iin} I (x)
X
a) Determind lim f (x) =1n2020, 1p
X —0
De unde y=In2020 asimptotd orizontald spre — oo 1p
b) limf(x)=~a. 2p
x—1
x<l1
lnfl +e' —e i (e,\. B e)
limf(x) ___e - ¢ = limﬁez—_e) ) 1p
x—1 X —-Xx =l x" —x
x>1 x>1
e!e""1 -1 '
= =€ B
(x - l)x 1p
finalizeaza si obtine a = —e
Ip




SUBIECTUL III

Se considers functia f : R\ {1} —>R, f(x)= , A€ [3,00).

Vx?+3x+a
1

a) Determinati ecuatiile asimptotelor la graficul functiei f .

b) Determinati a € [3,00),b e R stiind ci limw(x)—_b = i
=l X +x—2 18

a) Obtine y= 1 ecuatia asimptotei orizontale spre co 1p
y =—1 ecuatia asimptotei orizontale spre —co Ip
Determind corect limitele laterale si obtine x =1 ecuatia asimptotei verticale 1p
b) Dacd V4 + a —b# 0= nu existi limita, deci acest caz nu convine .
Deci V4+a=b= 1p
. AN +3x+a-b . AN +3x+a~d+a x+4
lim 5 = lim > =lim -
=l X +x -2 1 ¥ +x-2 Hl(x+2)(\/x +3x+a+\/4+a)
5
L 2
6Vd+a P
Finalizeaza si obtine a=35, b =3. 1p

SUBIECTUL 1V

1. In reperul cartezian xOy se considera punctele A(l,O), B(— 1,4), C (2,1). Daca punctul M (a,a—S), aeR,
este coliniar cu B si C determinati aria triunghiului AMB .
a b c
2. Se considerd determinantul D(a,b,c)z l-a* 1-4* 1-¢%, a, b, c € R. Demonstrati ci daci a,b,c
(1-a) (-5 (-cf

reprezintd lungimile laturilor unui triunghi ABC i D(a,b,c)= 0, atunci AABC este isoscel.

a) M (a,a - 5) coliniar cu B,C
2 1 1
&1 4 =0 a+a-5=3a=4 2p
a a->5 1
1 0 |
4 -1 1|=10= A, =5. Ip
-1 4 1
b) Transforma determinantul aplicdnd o proprietate 1p
finalizeaza (aplicdnd eventual formula determinantului de tip Vandermonde)
obtine forma D(a, b, c) = —2(a - b)(b —- c)(c - a) 2p
D(a,b,c)=0< a=b sau b=c sau ¢ =a de unde concluzia. 1p
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SUBIECTUL 1

Pe (2,00) definim legea de compozitie xo y = \/xzy2 —4x* —4y* +20 , oricare ar fi X,y € (2,00) .
a) Verificai dacid (x oy-— 2)(x oy+ 2) = (x2 - 4Xy2 - 4) , Vx,ye (2, 00).
b) Determinai elementul neutru al legii.
¢) Stiind ci ((2, 00),0) este grup demonstrati ci funcia f: (0,00) - (2,00), f (x) =+x>+4 este morfism de grupuri Intre
grupul multiplicativ al numerelor reale stict pozitive ((0,00), ) si grupul ((2,00), 0).

a) Demonstreaza relatia 2p
b) Din xoe=eox=ux, Vxe(2,0)=e=+/5 %p
p

ee(2,0)>e= J5
9 Slry)=y¥y +4 !
S f)=Ax" +40 fy” +4 =
=/¥’y” +4 de unde concluzia. P

SUBIECTUL II

-1 -1

Se considerd matricea 4 = (

> 3] e M,(R) si multimea G ={X(a)e M,(R)| X(a)=1,+ad}.

a) Aritali ci multimea G este parte stabili a lui M. ) (R) in raport cu tnmultirea matricelor de ordinul doi.

b) Stiind c& G impreuni cu ™", operatia de Inmultire a matricelor de ordinul doi, este monoid comutativ, determinati
elementele simetrizabile ale monoidului.

¢) Calculati X(— i) - X(— 1) < X(=1)- X(0)- X (1)- X(%) - X( ! )

10 9 10
a) Demonstreazi X (a)X (b) =X (a +b+ 2ab), VX (a), X (b) e 2p
b) Precizeaza I, =X (0) € (&, de unde deduce ci elementul neutru al legii este X (O) =1, (sauil
determind prin calcul) Ip
Determind simetricul elementului X (a) ca fiind X| — a
2a+1 1p
1
si impune conditia cd 2a +1# 0 deduce ca orice element X (a) din G cu a# —5 este Ip
simetrizabil.
. 1
c) Determind we R astfel incit X(a)X (w) = X(w)X (a) =X (w) S>w= 5 1p
DeduceX—i - X —l Xi :X—l 1
10 9 10 2 _ p




SUBIECTUL III
e (x~1), x<0

Se consider’ functia f iR =R, f(x)=9 4 | x—1 . @) Ardtati ci funcfia f admite primitive .
>0

X
x2+1

1
b) Calculati j f (x)dx
1

a) Calculeazi limf(x) =-1, limf(x) = f(()) =—1= fcontinuatn x=0,

2 = P
Cum f continui pe (—— , 0) si pe (O, 00):> J continud pe R = £ admite primitive 1p
1 0 1 1p
by [ f)dx= [ f(x)d+ [ f(x)dx
-1 -1 0
0
J e e te-)] t
1 1
J'f )dx = J'ﬁic_lxx_ﬂd)ﬁj' 2x dx 1p
0 x +1 o X +1
3 1
:(ZC——x+~l—ln(x2+l)J‘l b
3 2 0
1p

Finalizeazi si obtine %ln2 + 3_ §

e

SUBIECTUL 1V
, 2
Se considerd functia f:R >R, f (x): x-e' . a) Calculai J.xf' (x)dx .
0
2
. X 10
b) Folosind eventual inegalitatea adevirati e* —12 x, Vx € [0, oo) demonstrati J. M dx> ? .
X
1

¢) Se considerd o functie g : (0,00) — (0, 00) care admite o primitivi G cu proprictatea ci g(x) =2x- G(x), Vx e (0,00).

Si se determine functia g stiind ca g(l) =2.

deunde G(x)=e*"" = g(x)=2xe™"** Cum g)=2=c=-1= g(x)=2xe""!

'f dx xf i Jf dx 1p
:
[7()d Ip
0
4
Finalizeaza gi obtine Te 2+ ! 1p
b) Cume*—12x,Vxe [0,00) sioum x% e [0,00) VxeR deduce e > x* + LVxeR , Ip
2 3
de unde J.—JLx)de (x— + x] 2 = 10 . Ip
X 3 1 3
o glx)=2xG(x),Vx e (0,20)= ggg 221721%0%23\'2 +C = In(G(x))=x*+¢ 1p
Ip




