BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a VIII-a

1. Se considera expresia £ (x) =x*—10x’ +35x” —50x +24, cu x numdr real.
a) (2p) Ardtati ca E(x)+1= (x2 —5x+ 5)2 , pentru orice x numdr real.

b) (5p) Demonstrati cd E ( n) este divizibil cu 24 , pentru orice n numar intreg.

prof. Gheorghe lacovita, Fratautii Vechi
Solutie:
2 2 4 2 3 2 4 3 2
a) (x* =5x+5) =x*+25x" +25-10x" —50x +10x* = x* ~10x* +35x” = 50x+ 24 +1=E(x)+1.

b) E(n):(nz—5n+5)2 —lz(n2 —5n+4)(n2 —5n+6)z(n—l)(n—4)(n—2)(n—3):

=(n—4)(n-3)(n-2)(n-1)
n—4, n—3, n—2, n—1 sunt patru numere intregi consecutive, atunci cel putin unul este divizibil cu

3, deci produsul lor este divizibil cu 3. Dintre patru numere intregi consecutive, unul se divide cu 2
st altul cu 4, deci produsul lor se divide cu 8.

Din E(n)f3, E(n)§8 si (3,8) =1, obtinem E(n)§24, pentru orice #n numar intreg.
Barem:

Calculeaza (x* —5x+ 5)2 =x" —10x" +35x” —=50x+24+1=E(x)+1 2p
Scrie E(n)= (nz —5n +4)(n2 —5n+ 6) =(n-1)(n-4)(n-2)(n-3) 2p
Dintre patru numere intregi consecutive, atunci cel putin unul este divizibil cu 3, 1

deci produsul lor este divizibil cu 3. P
Dintre patru numere intregi consecutive, unul se divide cu 2 si altul cu 4, deci 1

produsul lor se divide cu 8. P
E(n):3, E(n):8 si (3,8)=1, obtinem E(n):24, pentru orice n numdr intreg. 1p

2. a) (2p) Aratati cd pentru orice numere reale x,y,z>0 este adevaratd relatia

Xy +2z2>2x:yz .
b) (5p) Demonstrati ca —; r > A 5 z Sl(l+l+lJ , oricare ar fi numerele
Xy+z yz+x zx+y 2\x y z

reale x,y,z>0.

Gazeta Matematica Nr. 10/2018
Solutie:

2
a) X’y+z22x/yz o xly+z-2x1z>0 (x\/; - \/;) >0 (adevdrati), pentru orice numere

reale x,y,z>0.

b) Aplicam inegalitatea de la punctul a) si obtinem relatiile:

) X 1
X y+z22x\yz & — <
Xy+z 24yz
y 1

2
Vz+x22yzx & <
yzz+x 2\ zx

1
22x+y222\/5<:> 2Z <
zZ°x+y 2\/5




1 1 1
care adunate ne conduc la — > +—2 % < (1)

< + + .
X’y+z yz+x zZx+y 2\/; 2zx 2\/5

Aplicand inegalitatea dintre media geometricé si cea armonica avem:

\/5> 2 @L ! 1 l(lJrlj si analoagele:

l J;xy 2\/74xy
X

1

y

(l —j ! < l(l+lj care adunate ne conduc la:
y z X

2 N
1 1 1 1 1 1 1 11 1
+ + <=2 —+—+—|==|—+—+—1|.(2)
2\yz 2\/;2\/54£xyzj 2[xyzj
Din (1) si (2) obtinem —; r 2y +—Z <l[l+ ! +1], pentru orice numere reale
¥’y+z yz+x zZx+y 2(x y =z
x,v,z>0.
Barem:
2
a) X’y+z>2x/yz & x*y+z-2x yzZO@(x\/;—x/;) >0 (adevirati), pentru 2
orice numere reale x,y,z>0.
b) Aplica inegalitatea de la punctul a) si arata ca:
X y z 1 1 | 3
+ + < + + p
X’y+z yz+x zZ'x+y 2\/; 2Jzx 2\/5
D . . . oo 1 1 1 If{1r 1 1
Aplicd inegalitatea mediilor si arata ca + + S—|—4+—+—].
2yz2\/;2\/52xyz 2p
Finalizare.

3. In varful 4 al patratului ABCD se ridica perpendiculara AP . Daci M este piciorul
perpendicularei din B pe PC si AP = AB =a, sa se determine:
a) (5p) masura unghiului format de dreapta BM cu planul (POM ) , unde O este centrul
patratului ABCD;
b) (2p) distanta dintre dreptele PC si BD.
prof. Stela Boghian, Suceava

Solutie: a) (POM )

m(<(BM,(POM)))=m(<(BM, pri, . BM ).
Cum Me(PAC):>pr( M=M.

(PAC) si BM L PC,cu M € PC.

PAC)

a2
7

ABCD pétrat = AC L. BD, O4=0B =0C =0D =
Din PA L (ABCD) si BD =(ABCD)= PA L BD.
Din BOLAC, BOLPA, ACNPA={A} si AC,PAc(PAC)
= BO L (PAC), dar O €(PAC) = pr,,B=0.

pacyBM =OM si m(<(BM,(POM)))=m(<(BM,MO))=m(<x(BMO)).
Din BO L(PAC)si MO =(PAC) = BO LOM .

Atunci 1

Ly

Din PA L (ABCD), AB L BC si AB,BC = (ABCD)=> PB 1 BC = APBC dreptunghic in B =



BP-BC
PC
Din P4 L (ABCD) si ABc (ABCD) = PA 1L AB. Din APAB dreptunghic isoscel = PB = a2

BM =

Aplicand teorema lui Pitagora in APBC obtinem PC = a3 . Atunci BM = av2.a_ a6

a3 3
a2
in ABOM dreptunghic in O avem: sin(<BMO)= % = ﬁ = g = m(<BMO) = 60°.
3
Deci, m(<(BM,(POM )))=m(<(BMO))=60°.
RZT@L

b) Din BO 1 (PAC), BM L PC si OM,PC = (PAC) = OM L PC.

Cum OM L BD, OM | PC = dist(BD,PC)=MO.

Din ABOM obtinem OM = a66 .

Barem:
a) Figura 1p
Arata ca
m(<(BM,(POM))) = m(<<(BM, pric, BM )| = m(<(BM, MO)) = m(<(BMO)) | 2P
Determind m (<t (BMO))=60° 2p
b) Arati ca OM L BD, OM | PC = dist(BD,PC)= MO 1p

1

Calculeaza OM = af P

4. (7p) Fie ABCD un patrulater convex si M ¢ (ABCD) astfel incat «<AMB = <«BMC = <«<CMD
s1 IMAB =<MBC =<MCD . Se considerd punctele P MB, Q€ MC astfel incat AP+ PC
si BO+ QD sa fie minime. Aratati ca PQ || (ABCD) .
prof. Claudia Marchitan, Suceava
Solutie: Din <AMB =< BMC =<«<CMD si
AMAB = <MBC = <MCD avem:
AMAB ~ AMBC ~ AMCD 1ar de aici obtinem
MA_MB_MC:MA_MC
MB MC MD ~MB MD
Din AP+ PC si BQ+QD sa fie minime, cu Pe MB, Qe MC
obtinem cad Pe€ AC si Q € BD pe desfasurarea suprafetei laterale a
piramidei MABCD.

Pe desfasurare avem %=% si XAMC =<«BMD (suma de
MB MD

unghiuri congruente) de unde obtinem ca:

AAMC ~ ABMD = <MAC = «<MBD . Dar «<xAMP = <BMQ si atunci:



MA  MP MA MB .
——=—— Dar —=—— s1 avem
MB MQ MB MC

MB MP _MQ MP

= = = .
MC MQ  MC MB

AAMP ~ ABMQ =

Deciin AMBC avem M—Q:E: PO BC.
MC MB

Din PQ|| BC, BC =(ABCD), PQ«(ABCD) obtinem PQ||(ABCD).

Barem:
Aratd cda AMAB ~ AMBC ~ AMCD 1ar de aici obtine MA _MB _ Mc Ip
MB MC MD
Aratd ca Pe AC si Q € BD pe desfasurarea suprafetei laterale a piramidei MABCD. 2p
Arata ca AAMC ~ ABMD = <xMAC = <xMBD 1p
Aratd cd AAMP ~ ABMQ si apoi ca 12 = MP _ po 1 5C . 2p
MC MB
PQ|| BC, BC <(ABCD), PQ & (ABCD) obtinem PQ ||(ABCD). Ip

Nota: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.




