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1. Fie A,B € M,(C). Sa se arate ca egalitatea AB — BA = I,, este imposibila.

Barem:

1p

Olimpiada de matematica

etapa locala
16.02.2014

Clasa a XI-a

Presupunem prin absurd ca AB—BA =1, =

Muntean Doina, Satu Mare

1p

Tr (AB—BA) = Tr (I,) (1)

2p

Dar 7r (A+ B) =Tr (A) + Tr (B) s1 Tr (AB) = Tr (BA)

1p

Atunci 1n egalitatea (1): 7r (A4B) — Tr (BA) = 0

1p

Cum 77 (I,) = n = contradictie

1p

= egalitatea AB — BA = I, este imposibila.

Tp

TOTAL
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2.a) Fie A€ M,(C).Aritati ca det(4—xI,) = x" —(TrA)x +det A, pentru orice x € C.
b) Daca A€ M,(C)cu TrA=2 si det A =3 demonstrati ca:

det(A4® +1,)+det(4* +31,) =20.

Traian Tamiian, Carei

Barem:
) a b
a) Fie 4= ( dJ e M,(C). Avem det(4—xI,)=
c
2p a-x b 5
=x"—(a+d)x+ad—bc=
c d-x
1p =x" —(TrA)x +det A
b) Fie f,(x)=det(A—xI,)=x" —(TrA)x+det A= x* —2x+3 polinomul
caracteristic al matricei A.
1
P | Din teorema Hamilton-Cayley rezult: 4> —24+31, =0, < A? +31, =24
(1)
1p Din (1) rezulta det(4” +37,) =det(24) =2 -det A=4-3=12.
Amaritatcd  det(4” +31,)=12 )
Tot din (1) obtinem: A* +1, =2(A4—1,) de unde rezulta
1
P det(4? +1,) =27 -det(4—1,)=2*- £,(1) si cum f,(1)=2 obtinem
det(4’> +1,)=8 (3)
1p Din (2) si (3) obtinem: det(A4* +1,)+det(4”> +31,) =12+8=20.
TOTAL
7p
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_a;+2013
" 2014
a) Aratati cd sirul (a,),., este monoton si 1< a, <2013, Vne N".

3. Fie (a,),. un sir definit prin: a, =+/2013 si a ,Vne N".

b) Calculati lima, si limn(a, —1)

Traian Tamdian , Carei

Barem:
a’ +k
1 a) Dacdnotam 2013 =k atunci a, =k sia,, =—" , Vne N".
p o 1+k
2
_ -1 _
Rezultd a,,, —a, = a, ~(+B)a, vk < a,,,—a, = (a, 1@, =k)
1+k 1+k

Vom demonstra prin inductie matematica propozitia: P(n):1<a, <k, Vne N* (2)

Ip Cum P(1) este adevarata, presupunand P(n) adevaratd avem:
2 2
1= I+k < Tk < Ktk = ke+1) =k,deunderezultd 1<a,,, <k, Vn e N". Deci
1+k  1+k 1+k 1+k

1p P(n)= P(n+1), Vn € N'si conform metodei inductiei matematice rezultd cd P(n)este

adevarati Vne N,

Din (1) si (2)obtinem a,,, —a, <0, Vne N* sirezultd ca sirul (a,),., este descrescator si
deci este si monoton. Din (2) rezulta cé sirul (a,, )., este marginit.Conform teoremei lui

IP | Weierstrass rezultd ca sirul (a, ) -, este convergent si deci exista lima, = A €[Lk].

n—»0

. . . . . A +k
Atunci lima,,, = A si trecand la limitd 1n relatia din enunt obtinem: A = 7 &
n—>»0 +

(A-1)(1—k)=0,de unde rezulta A € {l,k}.Cum (a,),., este descrescator si A € {l,k}.

Ip
rezulticd A =lima, =1.
N—>00
b) Fie L =lim n(a, —1). Aplicand teorema Cesaro-Stolz si folosind (1) rezulta
. . ) +1)— . (a ., —D(a, -1
L=11mn(an—l)=11m—n _ fjm — 1D =11m( v =@, D)
n—o n—om 1 n—om 1 _ 1 n—o an — an+1
Ip a,—1 a,, -1 a, -1
. a . —D(a, -1 . - —
i @ =D(@, =) (@, =DA+0) _ (=DA+k) _
lp =% _ (an - 1)(an - k) =0 k - an k _1
l+k
7p TOTAL
Str. 1 Decembrie 1918 nr. 6 Str. General Berthelot nr. 28-30,
Cod 440010 Satu Mare Sector 1, 010168, Bucuresti
Tel. +40 (0)261712175 Tel: +40 (0)21 405 57 06
Fax: +40 (0)261713441 Fax: +40 (0)21 3103205

www.isj.sm.edu.ro www.edu.ro



fw“"%% INSPECTORATUL MINISTERUL
S7 RN EDUCATIEI
8 5ATU MARE NATIONALE

. 1 1 1
4. a) Calculati hm( + +---+—J.
: > Yn2+1 A’ +2 n+1

e” +In*(1++/x) =N +sin’ x

2

b) Sa se calculeze: lim

x—0 X
Traian Tamiian, Carei
Barem:
! + ! + + !
a) Notam a, = SR a, <
1p ) oWt +1l Art 42 n+l)” ™™n
2n+1
Neerey
) S 2n+1
1Y a E——
" n+1

1p Cele doua siruri au limita 2. Deci lim,,_,, a,, = 2.

1

x? 4 2 N2014
o . e 1 | In(l+x) | (Lsin?x) 2 -]
2p b) Limita se scrie L = lim———+ hm(—) —lim ( 2) =
x—0 X x—0 ,\/; x—0 X
e )
. (1+sin*x)2°%—1 . (sinx 1 4027
Zp =h1e+1—hm( _ 2) -lim =2——=—\
0 sin® x =0\ x 2014 2014
TOTAL
7p
Nota: Pentru orice solutie corectd, chiar dacd este diferitd de cea din barem, se acordd punctajul corespunzadtor.
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