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Olimpiada de matematică 
etapa locală  

16.02.2014 

 

Clasa a XI-a 

 

1. Fie A,B ∈ Mn(C). Să se arate că egalitatea AB – BA = In este imposibilă. 

Muntean Doina, Satu Mare 

Barem: 

1 p 
Presupunem prin absurd că AB – BA = In ⇒ 

1 p 
Tr (AB – BA) = Tr (In) (1) 

2 p 
Dar Tr (A + B) = Tr (A) + Tr (B) şi Tr (AB) = Tr (BA)

 

1 p 

Atunci în egalitatea (1): Tr (AB) – Tr (BA) = 0 

1 p 
Cum Tr (In) = n ⇒ contradicţie 

1 p  
⇒ egalitatea AB – BA = In este imposibilă. 

7 p TOTAL 
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2. a) Fie )(2 CMA .Arătaţi că AxTrAxxIA det)()det( 2

2  , pentru orice .Cx  

    b) Dacă )(2 CMA cu 2TrA  şi 3det A  demonstraţi că: 

          .20)3det()det( 2

2

2

2  IAIA  

                                                                                           Traian Tămîian, Carei 

Barem: 

 

2 p 

a) Fie ).(2 CM
dc

ba
A 








  Avem  )det( 2xIA =





bcadxdax

xdc

bxa
)(2  

 

1 p AxTrAx det)(2   

1 p 

b) Fie 32det)()det()( 22

2  xxAxTrAxxIAxf A  polinomul 

caracteristic al  matricei A.  

Din teorema Hamilton-Cayley rezultă:  22

2 32 OIAA  AIA 23 2

2          

(1) 

1 p 
Din (1) rezultă .1234det2)2det()3det( 2

2

2  AAIA      

1 p 

Am arătat că      12)3det( 2

2  IA              (2) 

Tot din (1) obţinem: )(2 22

2 IAIA   de unde rezultă

)1(2)det(2)det( 2

2

2

2

2

AfIAIA   şi cum 2)1( Af  obţinem  

8)det( 2

2  IA    (3) 

1 p Din (2) şi (3) obţinem: .20812)3det()det( 2

2

2

2  IAIA  

7 p 
TOTAL 
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3.   Fie 1)( nna un şir definit prin: 20131 a  şi  .,
2014

20132

1



 


 Nn
a

a n

n  

a) Arătaţi că  şirul 1)( nna este monoton şi  1         ,  Nn . 

b) Calculaţi 
n

n
a


lim  şi  )1(lim 


n

n
an  

                                                                                       Traian Tămâian , Carei 

Barem: 

1p 

 

 

 

 

1p 

 

 

 

 

1p 

 

 

 

 

 

1p 

 

 

 

 

1p 

 

 

 

 

 

 

 

1p 

 

 

1p 

a)   Dacă notăm k2013  atunci   ka 1 şi ,
1

2

1
k

ka
a n

n





 . Nn                       

   Rezultă 





k

kaka
aa nn

nn
1

)1(2

1
k

kaa
aa nn

nn





1

))(1(
1       

Vom demonstra prin inducţie matematică propoziţia: ,1:)( kanP n   Nn     )2(  

Cum )1(P  este adevărată, presupunând P(n) adevărată  avem: 

,
1

)1(

111

1
1

22

k
k

kk

k

kk

k

ka

k

k n 


















 de unde rezultă ,1 1 kan   . Nn  Deci 

),1()(  nPnP  Nn şi conform metodei inducţiei matematice rezultă că )(nP este 

adevărată , Nn  

 

Din )1( şi )2( obţinem  ,01  nn aa  Nn   şi rezultă că şirul 1)( nna este descrescător şi 

deci este şi monoton. Din )2(  rezultă că şirul 1)( nna este mărginit.Conform teoremei lui 

Weierstrass rezultă că şirul 1)( nna este convergent şi deci există ].,1[lim kan
n




  

Atunci  


1lim n
n

a  şi trecând la limită în relaţia din enunţ obţinem: 





k

k

1

2


,0))(1(  k de unde rezultă }.,1{ k Cum 1)( nna este descrescător şi }.,1{ k  

rezultă că .1lim 


n
n

a  

 

b) Fie ).1(lim 


n
n

anL Aplicând teorema Cesaro-Stolz  şi  folosind )1(  rezultă 
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7 p TOTAL 
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4.      a) Calculaţi      














 1n

1
...

2n

1

1n

1
lim

22n
. 

b)  Să se calculeze:
2

2014 24

0

sin1)1(ln
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2

x

xxex

x




 

                                                                   
                                                                                                  Traian   Tămîian, Carei 

 

Barem: 

 

1 p 
a)  Notăm          = 











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1 p    >
 𝑛 +  

𝑛 +  
 

1p Cele două şiruri au limita 2. Deci lim →∞   =  . 

2p b) Limita se scrie L 
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2 p 

 

 

7 p 
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