Barem - Clasa a VIII-a

Subiectul I

Se di expresia E (x) = 28x-7x% E _ (x L4 3x+4) : (7x+9 L 3) x=2

x2-2 x—2 x+1 x—4]"
a) Gasiti valorile lui x pentru care E (x) este bine-definita si efectuati calculele pentru a obtine forma
cea mai simpla a expresiei.
) .1
b) Rezolvati ecuatia 3 (E(x)—4)=E®).

c) Determinati valorile naturale ale lui x pentru care E (x) este numar Intreg.

Rezolvare:
a) Gasirealui x € R\{-3,-2, —/2,-1,0,/2,2, 4} punand conditia ca numitorii sa fie diferiti de 0......ccoc.... (1p)
28x-7x%>  7x-28
Aducerea la forma E(x) = — et (2p)
1 x—12
b)E(E(x)—4)=E(4) S e T 0 2 X = L ———————————— s (1p)
CE(X) EZ © (X 4 2)|(7X = 28) eetertireereireireet et sieete st st sttt st e e e s b es et et ns et e ae s ae e b b b sb seese e e e e ben (1p)

Aveminsadsicd (x + 2)|(x + 2) = (x + 2)|(7x + 14), de unde varezultacd (x + 2)|(7x — 28 — 7x — 14) &
) 1 (1p)

De aici urmeaza

(x +2) €D_yp ={£1,£2,43,+4,46,17,+14, 421,142} > x € D_4, — 2 =
{-1,-3,0,—4,1,-5,2,—-6,4,-8,5,—9,12,—-16, 19, —23, 40, —44}. Excluzadnd acum valorile negative si pe cele
gasite la punctul a) care nu permit definirea lui E (x) ramanem cu x € {1,5,12,19,40}....ccccceniirriiinicenncnines (1p)

Subiectul I1

Demonstrati ca va-5++vb—-5<2, pentru orice numere reale a,b > 5,cua + b = 12. Cand are loc
egalitatea?

Gazeta Matematicd

Rezolvare:

Prin ridicare la pitrat obtinem inegalitatea echivalentd: (a —5) + (b —5) + 2,/(a—5)- (b—5) <4 &

N R T (3p)
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Din inegalitatea mediilor avem ci: /(a — 5) - (b — 5) < % (a=5+b-5)= % (12 -10) =

Egalitateaarelocatuncicand:a —5=b—-5=2a=Db.Dina+ b =12=2a =D =6 > S5.rcrrecnrrnneneens (1p)




Subiectul 111

In cubul ABCDA'B'C'D’ notim cu M, N, P mijloacele muchiilor [AB], [B’C’] respectiv [DD'], si fie
{0} = AC' n BD' (centrul cubului).

a) Demonstrati ca CMNP este o piramida triunghiulara regulata.
b) Aratati ca punctele M, N, P, O sunt coplanare.

c) Gasiti tg(«(MNP); (ABC)).

Rezolvare:
2
a) Din Teorema lui Pitagora aplicata succesiv gasim ca: CN = CM = CP = ’az + % = aTJE ................................... (1p)
in acelasimod: MN = NP = PM = |a2 +% = O ettt (1p)
; 2 2

Deci CMNP este piramida triunghiulara regulata.
b) Se arata ca O este centrul cercului circumscris AMNP astfel: Mai intdi, din Teorema lui Pitagora:

av2

OMZONZOP:T ............................................................................................................................................................................. (lp)
. . . . 2 A ates . C 2 ave V3 __ avz ..

Apoi, raza cercului circumscris AMNP (echilateral) este 3 din indltimea triunghiului: R = 3 S Din

unicitatea centrului circumscris deducem ca O este centrul triunghiului echilateral AMNP.........ooneeeeeenrrcerenens (1p)

c) Fie Q mijlocul muchiei [AD]. Se deduce usor ca punctele N, 0, Q sunt coliniare. Astfel (MNP) N (ABC) =

QM oot sesssesssse s ess s RS R RS RS RR £ £ S £ R £ R R R RS RS E R R R (1p)

Notdm cu O’ centrul patratului ABCD si cu 0" mijlocul lui [QM]. Atunci, din teorema celor 3 perpendiculare,

vom obtine cd: M(L(MNP), (ABC)) = M(K0 0" 0").crrrrresrersresresessmssssesssssssssssssssssesssss s s s s ssssssses (1p)

ALUNCI: tG(X00”07) = 00" /00" = V2 ooreeeesereeeessssereesesssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssessssssssssssssssossssssssssesssnes (1p)
Subiectul IV

Se considera patratul ABCD de laturda AB = 8 metri. Fie {0} = AC n BD,MO 1 (ABC), MO = 3 metri. Se
considera apoi un segment [EF] cu mijlocul in M si EF || AB. Notam EF = x € [0; 8].

a) Calculati sin(«(AEF); (DEF)).
b) Aratati cd Aggpr = AFpc, indiferent de valoarea lui x € [0; 8]. Cand are loc egalitatea?
c) Aflati dist(0; (FBC)).

d) Stiind ca dist(4; (FBC)) = 4+/2, demonstrati ci (EAD) L (FBC).

Rezolvare:



a) Fie P, Q, S, T mijloacele laturilor [AD], [BC], [AB], [CD]. Cum MO L (ABC) si 0OS L AB, din teorema celor 3
perpendiculare obtinem ca MS L AB. Analog MT L CD. Deoarece EF || AB || CD, deducem ca:

\Y

MS L EF, MS c (AEF)
MT L EF, MT C (DEF) = m((AEF); (DEF)) = M(ZXSMT) coorsrsesrsrsmsmssssssssssssssssssssssssssssssssssss (1p)
(AEF) n (DEF) =

ST =BC =8M0 =3 Aysy == =12m?

In AMST avem: { MS =VMO2+0S2 =+32+42=5m=MN = sin«SMT = % .................................................. (1p)
\Ausr =3+ MS - MT - sin &SMT = 2> sin <SMT

b) Fie G proiectia punctului F pe 0Q. Din EF || AB || PQ aflam ca punctele E, F, P, Q sunt coplanare. Stiind ca
MO L 0QsiFG L 0Q,iar MO si FG sunt drepte coplanare, concluziondam ca MO || FG = FG L (ABC). Din
teorema celor 3 perpendiculare vom avea Ca FQ L BC st sssssssssssssssssssssssssssssness (0,5p)

Egalitatea are loc cand x = 0. Astfel vom avea ca:

MS - (EF +AB) _MS-AB _ FQ-BC

Aper = 2 = 2 = 2 = 4FBC
.............................................................................................................................................................................................................................. (1p)
¢) Notam cu N proiectia punctului O pe dreapta FQ. Din reciproca a doua a teoremei celor 3 perpendiculare
(tindnd seama ca FQ L BC,0Q L BCsiON L FQ) obtinem €3 ON L (FBC)eneeeseeeseeeseensssssesssessssssssssessssssseens (1p)

Arog =2 ON-FQ =30 N- o+ (4 —5)2
Acum:{ " F%¢ 2 2/ = 0N = LZ ......................................................................... (1p)
Apog =+ FG-0Q —% -4 = 6 m? 9+(4-3)



d) Cum AD || BC = AD || (FBC) = dist(4; (FBC)) = dist(P; (FBC)) = 2dist(0; (FBC)) = 20N =

N A A A (0,5p)

Fie PE N QF = {V}si (EAD) n (FBC) = d. Din Teorema Acoperisului: d || AD || BC.Avand FQ L BC siEP L AD
tragem concluzia ca FQ,EP L d.Dar:d N EP N FQ = {V}. Aceasta iInseamna ca m(<(EAD); (FBC)) =

ON _2V2 _ 2

m(<XPVQ).Vizand ca sin<NQO = 0-1 -2 = m(XVQP) = 45°. Analog m(xVPQ) = 45°, de unde

conchidem cd m(XPVQ) = 180° — 45° — 45° = 90° = (EAD) L (FBC)urseersssreismssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns (0,5p)



