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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE-CLASA a X-a

1. a) (3p) Aratati i log, b*‘;“’ > 'Ogab”oggac”ogad Va,b,c,d (L +0).

b) (4p) Sa se arate ca pentru orice numere reale a,b,c,d >1, are loc inegalitatea:

b+c+d a+c+d a+b+d a+b+c
IogaTHongHogc 3 +log, 3 >

Precizati cand are loc egalitatea.

4.

**k*
Solutie: a) Aplicam inegalitatea dintre media aritmetica si media geometrica si obtinem:
b+c+d log, b+log,c+log, d
log, — 2 log, ¥/bcd = %a 93a 929
b) Din inegalitatea de la punctul a) si analoagele, prin sumare, obtinem:

b+c+d a+c+d a+b+d a+b+c
log, 3 +log, 3 +log, 3 +logy 3 >

. (logs b +log, a)+(log, c+log. a)+(log, d +logg a)+(logy, ¢ +log. b)+(logy, d +logy b)+(log, d +logy )
B 3
Folosind inegalitatea log, y +logy x>2, X,y >1, rezultd concluzia.

Egalitatea are loc pentru a=b=c=d.

Barem:
log, b+log, c+log,d
a) log, # > log, Ybed =—Ja>F g3a 8 ] 3p
b) Demonstreaza 10g, Y +10g, X =2, VX, ¥ >L. ..o 1p
Sumeaza inegalitatile $i fiNaliZeaZA. ... .. ouiuiiit it aaeaeaeas 2p
Justificarea CazZUIUI 08 @@alitate. . ... ... u ettt et ettt et et et et e e e e e e et esetesenananananns 1p

2.Fie 7,,2,,2,€C cu |z|=|z,|=|z;|=1si 7, + 7, +2,=i.
a) (5p) Ardtati ca (z,+i)(z, +i)(z,+i)=0.

b) (2p) Calculati suma S =z + 2% + 22"
**k*
. 2 2 2 - - 1. —
Solutie. a) |71|=|25| =|23| =1=|7|" =2, =|23] =1<:>zi-zi=1<:>zi=2—,|=1,3
i
L . = = = 1 1 1 .
U+ L= S Y+ L+ =i+t =i —+—+ =i
L I I3

12y + 423+ 2525
412774

:l = 2122 + 2123 + 2223 = IZlZZZ3 (1)

Prin calcul direct se obtine (2, +1)(zy +1)(23+1) =22,z +i (212 + 2123+ 2,23) — (7 + 2, + 23) —i (2)
Din relatiile (1) si (2) rezulta (21 + i)(22 + i)(z3 + i) =0.

b) Presupunem z; =—i = z3=-2, =S = (—i)2017 =—i.

Barem.
a) Deduce z_izzi,i=1,_3 .......................................................................................... 1p

[

Demonstreaza relatia (1). .. ... e 2p
J D Sve) w0V T ) T 1p
Finalizare (z,+i)(Zo +i)(Z3+1) =01 1p
D) REZOIVAICA COTIMEC. . ...ttt ettt ettt ettt ettt et et et et e ettt et et et et et et e et eteateneanaeananeaeas 2p




3.(7p) Fie a,be (O,l)u(l, +oo) si functia injectivd f : R — R, astfel Incat functia
9:(0,40) >R, g(x)= f (log, x)+ f (log, X) este functie constantd. Sa se demonstreze ca ab=1

si sa se arate ca existd functii f :R — R care satisfac cerintele enuntului.
Dan Popescu, Suceava
Solutie. Fie g(x)= f (log, x)+ f (logy x)=k, x>0 ,unde keR . Atunci

k=f(x)+f (IoglJ ax)z f (Ioga bx)+ f(x), VxeR , de unde, deoarece f este injectie, se deduce
log, b* =log, a*, VxeR , ceea ce asigurd Ioggl b=1,adica a=b sau ab=1 . Daca

a=b, g(x)=2f(log,x), vx>0,adica f(x) :g, Vxe(0,+0) si fnu este functie injectiva. De

exemplu, pentru b = 1 si f(x)=a"-a™*,seobtine g(x)=0, Vxe(0,+x) .
a

Barem.
Deduce g(ax)z f(x)+f (Iogb ax),g(bx)z f (Iogabx)+ f(x),vxeR 2p
Demonstreaza 102D =1 ...cuiiiiiiii i, 2p
Trateazd cazul a=Dbsideduce @b =1.................cooiiiiiii 1p
CONSHUIESEE UM EXCIMIPIUL. - .ttt ettt ettt et ettt et et et et et et et et e et et et aneaeaneanans 2p

4. (7p) Determinati functiile f :[R — R cu proprietatea ca

f(xzf (x)+ f (y)): f (f (x3))+ y,VX,yeR.
Supliment G.M. 5/2017
Solutie. Considerdm x=0= f ( f (y)) =f (f (O))+ y,Vy e R, deci functia f o f este bijectie, ceea ce

implica bijectivitatea functiei f.

Dacé in relatia din ipotezay =0=> f (x*f (x)+ f (0)) =  ( (x*)), xR si din injectivitate deducem
F(x®)=xf (x)+ f (0), ¥xe R . Pentru x=1= f (1)= f (1) + f (0), deci f(0)=0.

Astfel am obtinut relatiile f (x3) =x*f (x),vxeR (Dsi f(f(x))=xxeR (2).

Rescriem egalitatea din ipoteza sub forma f(x*f (x)+ F (y))= f( (<)) + 1

(f
u+v)="f(u)+f(v),vuveR,
(x),VneZVxeR.

(). ¥x,yeR sitinind
f

cont de surjectivitatea functiei f si a functiei x> x> deducem ca f

adic f satisface ecuatia functionald Cauchy. Se arat usor ca f (nx)(z nf
Folosind (1), avem f((x+1)3)=(x+1)2 f(x+1)=(x+1)°(f(x)+ f (1)) si

F{(x=2)° )= (=1  (x=2)=(x =1 ( (x) T (1)), relatii care adunate ne dau

(2 (x=1)°) = (26 +2) £ (x) + 451 (1) 1 (2% +6x) =(2 +2) £ (x) +-4xF (1)

2£(x%)+6 (x)=(26® +2) F (x)+ 4xf (1) = (267 +6) T (x) = (2% +2) £ (x) +4xf (1) = f (x)=xF ().

Inlocuim in relatia (2) si obtinem f 2 ()=1e f(1)==1.

In concluzie, functiile cerute sunt f(x)=x si f(x)=-x.

Barem.
x=0=>f(f(y))=F(f(0))+Y.VYER ...ooiiiiiiiii 1p
Deduce bijectiVItatea fUNCEHICI. ... uu ittt ettt et ettt et et et e et et e teeate e eaeeaeaaeanens 1p
Deduce relatiile f (x3) =x°f (X),‘v’x eRsi f ( f (x)) X, VXER e 2p
Demonstreazd f (U+V)="f(u)+f(V),YUVER ... 1p
Demonstreazi cd functiile cerute sunt f(X)=Xsi f(X)==X.........cooooii 2p

Nota: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.




