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OLIMPIADA NATION ALA DE MATEMATICA
Etapa locala, 22 februarie 2020
Barem de corectare clasa a Xl-a

PROBLEMA 1

2

(4p) a) Fie sirul (x,)_, cu termenul general x, = + +ot

3 3 . Sa se calculeze limx, .
n"+1 n°+2 n

3+n n—o0

(3p) b) Fie (Sn )nzl unde s, = —2\/ﬁ+2% (sirul lui A.G. loachimescu) si s =lims_ (constanta lui A.G.
K= N—o0

loachimescu). Calculati limita lim(1+s, —s)"" .
Solutie:
2 2 2
a) 1<k<n=n’+1<n’+k<n’+n= 31 < 31 < 31 = 3k < 3k < i( .... 1 punct
n"+n n°+k n°+1 n°+n n’+k n°+1
. n k2 n k2 n k2
Insumand obtinem z 3 <z <Z .... | punct

~nden SnP+k Snd+l

Z”: K2 1 Zn:kzz 1 n(n+1)2n+1) (n+1)2n+1)

~n®in nd+n n(n2+1) 6 6(n2+1) | ounct
Z“: k2 1 Z”:kz_ 1 nn+1)2n+1)  n(2n+1) P
“n*+l n*+145 (n+1)fn?-n+1) 6 ~6(n*-n+1)

(n+1)(2n+1)S LS n(2n+1) |
6(n2+1) ~n’+k 6(n2—n+1)

Aplicand criteriul clestelui in inegalitatea

w| k-
[EEN
o
c
>
(@)
—

obtinem limx, = % =

n—o

(problema propusa de Colegiul National “Simion Barnutiu” Simleu Silvaniei)

1
lim vn(s,-s)

by limL+s, —s)"™ = liM{[L+ (s, —5)]"°F"C) == I punct
n—oo n—oo
Calculam: Iim\/ﬁ(sn —s)=Ilim snl—s =% (criteriul Cesaro-Stolz) ... 1 punct
Jn
Deci, lim(1+s, —S)ﬁ =Je L 1 punct

(problema propusa de prof. Bara Lajos — Liceul Reformat ~ \Wesselényi” Zalau)
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PROBLEMA 2

Calculati urmatoarele limite:

3/n2 af |
(2p) a) “m\/n—smn.
oo N4l

(5p) b) Iimzz{zik (X + 2Kt )} x € R, unde [a] reprezinta partea intreagd a numarului real a.
n—oo k=1

Solutie:
3 . 3
a) lim VnZsinn! _ lim(m- sinn!) =0..... 1 punct
n—-w n+1 n-wo +1
3/n2
deoarece lim =0sisinnle[-11] .................. 1 punct
o n41

b) Folosind identitatea {x+ﬂ:[2x]—[x] obtinem {2—1k(x+2k—1)}Z{%Jrﬂ:{%}_[z_xk}.... 2

puncte

st $ 352|812 2] B 2] o

Pentru n suficient de mare avem urmatoarele:

daca x20:>0£2—Xn<1:>Iim{i}=0, deci lim Y p-, Z—I,C(x + Zk_l)] = [x] ..... 1 punct
n—-oo

n—oo 2n

daca X<O:>—1S2—)i<0:> Iim{in}=—1, deci lim Y}_, [zik (x + 2"‘1)] =[x]—1..... 1 punct
n—-oo

n—oo 2

(problema propusa de prof. Opris Adonia-Augustina — inspector scolar)
PROBLEMA 3
(4p) a) Fie AeM,(R) si 'A- matricea transpusa. Stiind cd det(A+'A) =8 si det(A+2'A) =27, si se

calculeze det(A).

1-a-b C C
(3p) b) Aratati ca pentru orice a,b,c € R,avem:| a 1-b-c a |[>0.
b b l-a-c
Solutie:
ab ac 2
a) A:(C dj, TA=[b d] det(A+"A) =8 =4ad — (b +c)? =8 = ad =w ...... 1 punct

det(A+27'A)=27 =9ad — (b +2c)(c+2b)=27= (b-c)>’=36 .. 1 punct
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8+(+c)’ | _8+(b—c)’ 8+36_

4 4

bc 1 2 puncte

det(A) =ad —bc =

(problema selectata din GM nr. 11/2014 si propusa de Colegiul National “Simion Barnutiu” Simleu

Silvaniei)
b)
1-a—b c o 1-a-b c
a 1-b-c a |=—| a l1-b-c a= ...... 1 punct
b b l-a-c 1 1 1
l1-a-b c-1+a+b c-1+a+b
= c-1+a+b c-1+a+b 5
a l1-b-c-a 0 = :(1—a—b—c) >0 ... 2 puncte
- 1 0 0 1-b-c-a 0

(problema propusa de prof. Sirb Vasile — Colegiul Tehnic “Alesandru Papiu llarian” Zaldau)

PROBLEMA 4

Matricele A, B e Mn(C) verifica relatia AB=2A+3B. Sa se arate ca rang(A) =rang(B) si ca matricele
A-3l, si B—2I, suntinversabile.

Solutie:

Din AB=2A+3B avem A(B-2l,)=3B, rezulti ci rang(B) = rang(3B) = rangAB -2l )<rang(A)
veeeenneeans 2 pUNCte

Analog, din AB=2A+3B avem AB—3B=2A, rezulti (A-3I,)B =2A.

Avem rang(A) = rang(2A) =rang(A-31 )B<rang(B)  ................... 2 puncte

Din rang(B) < rang(A)si rang(A) <rang(B) rezult ca rang(A) =rang(B)  ....... 1 punct

Avem (A-3I,)B-2I,)=AB-2A-3B+6l, =(AB-2A)-3B+6l =3B-3B+6l, =61, ....1 punct
Trecind la determinanti avem det[(A—31 XB-2l,)|=det(6l )#0. Atunci det(A—3lI,)=0si
det(B - 21,)# 0, aceasta inseamna ci matricele A—3l_ si B—2l_ suntinversabile —............ 1 punct

(problema selectata din GM nr.11/2019 si propusa de prof. Sirb Vasile — Colegiul Tehnic "Alesandru
Papiu llarian” Zalau)
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