OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 9 februarie 2024
Solutii

Clasa a IX-a

ai+as+..+a; 2k+1

a+as+...+ar 3
pentru oricare k € {1,2,....,n}. Demonstrati ca a3+a3+...+a> = (a;+as+...+a,)>.

1. Fie numerele reale strict pozitive aq, ao, ..., a,, astfel incat

)

Romeo Ilie
Solutie.
Demonstram prin metoda inductiei ca a; =4, pentrut=1,...,n........ 2 puncte
2
a
Pentru k=1, avem = =1,deunde a; = 1...................... .. 1 punct

a1
Dacan > 1, fie k € {1,...,n — 1}. Presupunem ca a; = i, pentru ¢ € {1,...,k} si

demonstram ca agyi1 =k + 1., 1 punct
. . 9 9 9 9 2k +3 .
Din relatia ay + a3 + ... + aj, + ap ., = T(al + as + ... + ap + ag41) obtinem
kE(k+1)(2k+1 2k+3 (k(k+1
(kt+ D2k+1) aiH: i (k+1) 27 N 1 punct
6 3 2
2k + 3 k(k+1
Rezulta aiﬂ - T+ak+1 - % =0, de unde apy1 =k + 1 sau ax 1 = —k/3.
Cum agyq > 0, deducem agy =k 4+ 1. 0o 1 punct
Am demonstrat prin inductie ca a; = i, pentru i € {1,...,n}.
3, 3 5 nP(n+1)° 2
Atunci af + a3+ ... +a, = — = (ay+ag+...+ap) oo 1 punct

2. Aratati ca:

1
(a) —+ ; > , pentru oricare x,y > 0;

T r+y
L b S 2(a +b)

, pentru oricare a, b, c > 0.
b+c c+a a+b+2c PENIL OHeare 4,9, ¢

(b)

Ovidiu Pop
Solutie.
: : . xHty 2 :
(a) Inegalitatea este echivalenta cu > 5 T pentru oricare x,y > 0, cunos-
z oy
cuta ca inegalitatea dintre media aritmetica si media armonica..... 3 puncte

Observatie. Se acorda 3 puncte pentru demonstrarea directa a inegalitatii,
fara referire la inegalitatea mediilor.
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(b) Metoda 1.

Notamx =a+c¢, y=b+csiz=a+b+c. Avem z,y,z>0..... 2 puncte
. x4z -2
Inegalitatea (b) devine AL (@ + y)’
T T4y
. o 1 4 PV . s
ecivalenta cu z | — 4+ — — > 0, satisfacuta conform inegalitatii (a).

T Yy xT+y
P 2 puncte
Metoda 2.

Inegalitatea (b) este echivalenta cu
b b b
a  a+ n o a+t >0
b+c a+b+2c c+a a+b+2c
..................................................................... 1 punct
Efectuand calculele, obtinem inegalitatile echivalente

(a—bla+b+c) (b—a)la+b+c)

(b+c)a+b+2c¢) (a+c)a+b+2c) —
si

(a—b)*(a+b+c)
(b+c)(c+a)a+b+2c) —
. Astfel, inegalitatea (b) este demonstrata ...................... ... 3 puncte

3. Fie AEQD un paral_elggram si punctele M € (AB), N € (BC), P € (CD) astfel
incat AM = %1@, BN = %B? si lﬁ = %58 Aratati ca centrul de greutate al
triunghiului M N P se afla pe dreapta AC.

Gazeta Matematica

Solutie. Fie ACN BD = {O}. Avem
oM = 104+ 0B,
1

0P = 20D+ 0.

Notam cu G este centrul de greutate al triunghiului M N P. Atunci
l/f=— —
0G = 5(OM+ON+@>

P 2 puncte
Obginemﬁz%(%@+§@+%(ﬁ+%@+§@+é@) :%(—g(ﬁw

+ %@ + %O@ + %O? — %O? + %O?) = %O?, deci GeOC ......... 2 puncte
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4. (a)
(b)

Demonstrati identitatea: [z] + [z 4+ 3] = [2], pentru oricare = € R.

Rezolvati ecuatia: [z+ 1]+ [20+ 5]+ [4z+3] + [Bz+3] +...+ [2'%2+1] = 0.

([a] reprezinta partea intreaga a numarului real a)

Florin Carstea

Solutie.

(a)

Fie z € R. Notam [z] = k € Z. Avem z € [k, k + 1).

Cazul 1. = € [k:,k—l—%). Atuncix+% € [k+%,k:+1) si 2x € [2k,2k + 1).
Rezultd [z] 4+ [z + §] = k 4+ k = 2k = [24].

Cazul 2. v € [k+ 1, k+1). Deciz+13 € [k+1,k+3) si2z € 2k+1,2k+2).
Rezultd [z]+ [z + 3] =k+ (k+1)=2k+1=[22]. .............. 2 puncte

Aplicand identitatea (a), deducem ca ecuatia este echivalenta cu:
([22] = [2]) + ([42] = [22])4) + ... + ([2""2] — [2%2]) = 0.

Dupa reducerea termenilor, ecuatia devine [219%z] = [z] ......... .. 2 puncte
Atunci [2'%2 — z| < 1, de unde deducem x € (—1,1)............... 1 punct
iz e (—1,0).
Avem: [2'%z] =[z] & 20z] = -1 -1 <2 <0 & —55; <2 <0,
Obtinem multimea de solutii: S = | — 71, O).
i, 2 e0,1).

Avem: [2'%z] =[z] & 22] =0 0< 2 <1 & 0 < 2 < 57

Obtinem multimea de solutii: S, = |0, 21%)

Multimea solutiilor ecuatiei date: § = 8§ U Sy = [ — 21%, 21%) ......2 puncte



