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INSPECTORATUL SCOLAR
JUDETEAN CARAS-SEVERIN

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala, 8 februarie 2020
Clasa a V-a

1. Impartind numarul natural m la numérul natural nobtinem catul 7 si restul 35. Sa se afle
m, stiind ca m—n<255.

2. Determinati numarul natural abbc stiind cd a+2b= csi beste dublul lui a.

3. a) Calculati 3’ +2*;

b) Determinati doua numere naturale asi bpentru care a’ +b* =5"*

4. Daca se imparte un numar natural de doua cifre la cifra unitatilor lui, se obtine ca rest cifra
zecilor. Aflati céte astfel de numere exista.

Timp de lucru 2 ore.
Fiecare problemd este notatd cu 7 puncte.
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1. Determina multimile A si B care indeplinesc simultan conitie:

) AOB={12,34,5,5;
iy AnB={2,3;

i) multimea B are cel ptin patru elemente;
iv) suma elementelor miihii A este un nui@r prim.

2. Sa se aratexnu exisi numerele natuala,b,c astfel incat
72+’ +X’-m- d-c+ == 2021

3. Fie dod unghiuri <AOB si <<{AOC complementargi neadiacente§tiind ca masura
unghiului format de bisectoarele lor est&,aflculai masurile celor doa unghiuri.

4. Trei unghiuri formate in jurul punctuld au nisurile X,y,z (exprimate in grade). Dac
X si Y sunt direct propeionale cu i 3, iar ysi z sunt invers propgonale cu 0,1(63i
0,2, determin@masurile celor trei unghiuri.

Timp delucru 2 ore.
Fiecare problem este notata cu 7 puncte.

Strada Ateneului Nr. 1, 320112 Str. General Berthelot nr. 28-30,
RESITA - ROMANIA Sector 1, 010168, Bucuresti
Tel: 0255/214238; Fax: 0255/216042 Tel: +40 (0)21 405 57 06
e-mail: isjcaras@gmail.com Fax: +40 (0)21 3103205

WWWw.isjcs.ro www.edu.ro



MINISTERUL
EDUCATIEI S|
CERCETARII

INSPECTORATUL SCOLAR
JUDETEAN CARAS-SEVERIN

CARAS-SEVERIN

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala, 8 februarie 2020
ClasaaVll-a

1. Aratati ca:
a) 3240< B+ 1+ 2+ 4 3+ ¥ x4 8+ & 33
b) k> +k+1< 2[6\/02+1+\/f+ I VK + )sk2+ B+ X0Z.

2. Daa x,Y,z sunt numere reale pozitive cu proprietategatratele lor sunt propgonale
cu numereld 8, 20 si 36, iar x* + y*+z*=2020, si se aratei x+ y+z<15.

3. Fie ABCD un trapez neisoscel, avand bazaa(iB), iar | punctul de interseie al

bisectoarelor unghiuriloertADC si «<BCD. Daca DC = AD +BC, antati ca IA=1IB.

4. Fie ABCD un pitrat, E mijlocul laturii (CD)si M un punct interior tratului, astfel incat

m(<«MAB) = m(«MBC) = m(«BME) = x. Aflati .

Timp delucru 3 ore.
Fiecare problem este notata cu 7 puncte.
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1. Determinai perechile(a,b) de numere naturale nenule pentru cgfe 6a=b?+b-10

2. Sase rezolve ectia: x+ X2+ X" 4, x"6, [ x=2016 x- 2018 ...,
’ 2 3 4 1009 1010

3. Fie AABC dreptunghic cum(A)= 90° si ED(AB), FO(AC) astfel incat EF|BC si

AE :g .Sed AB :1—25 si AC =10. Triunghiul ABC se indoaie dupdreaptaEF astfel

AB
incat (AEF) O (BEC) . Aflati perimetrulA ABC dupi indoire .

4. Tn triunghiul ABC, bisectoared BE, E 0(AC) intersecteazmediang] AD], D [(BC)in
G . Pe planul triunghiului se ridigperpendiculara FG.
a) Aratati ca EE—lCE =2;
GD AE
b) Daci G este centrul de greutatea al triunghiuRBC si FG =GD = AE = a, calculai
distarta de laB la planul (FAC).

Timp delucru 3 ore.
Fiecare problem este notata cu 7 puncte.
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1. impartind numarul natural m la numérul natural 1, obtinem catul 7 si restul 35. Sa se afle m,
stiind ca m—n<255.
Solutie:
m="T7-n+35 ..1p
r=35=n>35 ..1p
Tn+35-n<255 ..1p

n<37 ..2p
n=36 ..1p
m=287 ..1p
2. Determinati numarul natural abbc stiind ca a+2b=csi beste dublul lui a.
Solutie:
b=2a ..1p

Din 5a= cobtinem ca ceste multiplu de 5,
darcum a#z0=c#0, ccifra,

rezultd cd c=5 ..3p
a=1,b=2 ..2p
abbc=1225 .p

3. a)Calculati 3° +2*;

b) Determinati doua numere naturale asi bpentru care a’ +b' =5,
Solutie:
a) 3°+2%=25. .2p
b) a’+b'=5""0.25 .1p
b= 500 (321 00) g+ b= (52020 .32 4 (51010 0)  pm 200 L3 g
b=5"10.2 .A4p

4. Daca se imparte un numaér natural de doua cifre la cifra unitatilor lui, se obtine ca rest cifra
zecilor. Aflati cate astfel de numere exista.
Solutie:

ab:b=x rest a
Avem a#0 (prima cifrd), b#0 (impartitor) si a<b (restul mai mic decat impartitorul ...1p

ab=10a+b si ab=bx+a=9a=b(x-1) =b(x-1) e My ..1p
Daca b=9 = x-1=a<9. Cum a#0 = avem 8 posibilitati 1p
Daci b=6=2(x-1)=3a=ae M,. Dar a<6 si az0 = a € {2;4} = avem 2 posibilatati ...1p
Daca b=3 = x-1=3a. Dar a<3 si az0=a € {1;2} = avem 2 posibilatati ..1p
Daca bg M3 = x-1=9 si a=b (imposibil, a<b) ...1p
Deci exista 8+2+2=12 posibilatati ..1p
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CLASA aVl-a
BAREM

1. Determina multimile A si B care indeplinesc simultan conitie:

) ADB={12,34,5,5;
iy AnB={2,3;

lii) multimea B are cel ptin patru elemente;
iv) suma elementelor miihii A este un nui@r prim.

Solurie:
Elementele 1,4,8 6 trebuie repartizate in A—8B — A.
CumcardBz4=card(B-A)=2=card (A—BE 2 p.l
Din2)=2¢c Agi3€ A, 2+3=5 (nr. prim)= A= {2,3} si B ={1,2,3,4,5,6} ..2p
Daci card (A — B) =1, atunci A-B caime un nundr par,cum 2+3+4=9 ( nu e nr. prim),
iar 2+3+6 =11 (nr. prim}= A ={2,3,6} si B ={1,2,3,4,5} ..2p

Daci card (A — B) =2, atunci A-B caime dod numere adror sum este
un nundr par, cum 2+3+4+6=15 ( nu e nr. prim), iar 2+3++43 (nr. prim)
= A={1,2,3,5}si B={2,3,4,6} . 2p

2. Sa se aratexnu exisi numerele natuala,b,c astfel incat
72+’ +X’-m- d-c+ == 2021

Solurie:
788+ 0%+ X~ M- d-c=a( A= F+b( B B+c( 8= P 2p
Arati ci a(7a-5) este nuriir par JalN.......ccooeiiiriiiiiii s 1p
b(7b-23) este nurir par ODDIN......covviiiiiiie e 1P
c(3c—1) este NUAN PAr OCON....c.viiiiiiii it 1p
78+ 7h*+ T*- Ja— d—c este nurir intreg parda,b,cON.........ccoevviiieeennnnn... 1p
7a’+ M+ X°-3- D-cz 2010a,b,COZ covivvivviieieieeeeieeeeeeeeenn AP

3. Fie dod unghiuri <<AOB si <<AOC complementargi neadiacenteStiind ca masura
unghiului format de bisectoarele lor esté,3flculai masurile celor doa unghiuri.
Solurie:

Notam m(<L AOB)=xsi m(<AOC)=y
<AOB si <AOC complementares m(<AOB)+ m(< AOC)=90= x+y=9¢....1p

. \ \ \ X
[OE bisectoareit AOB=> m(<{AOE)=m(< EOB):E PSP I o
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[OF bisectoaret AOC> m(<‘IAOF):m(<ZFOC):%.......................................1p
m(<EOF)= m& AOF)-m< AOE)%-§:300:>y-x:6o°:>y=600+x ................. 2p
x+y=90 = x+6(P+x=9¢F|-6 = 2x=3F|:2=x=15... ... .ccoee oD
§6°+xzeo°+15°:75°
p

4. Trei unghiuri formate in jurul punctuld au nisurile X,y,z ( exprimate in grade) . Dac
X si Y sunt direct propeionale cu &i 3, iar ysi z sunt invers propaonale cu 0,1(63i
0,2, determingamasurile celor trei unghiuri.

Solurie:
=2 _ ydiz=3. 2
X= y§125—6 y =P
§-y+y+g-y=36(5’ p.1
g.y=36(9=>y=144’=>x=96°§iz=126’ ..4p

Barem- clasaa Vl-a
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BAREM

1. Aratati ca:
a) 3240< 2+ 1+ 3+ B+ 3+ ¥ .+ 8O+ & 33
b) k? + k+1< 2[é~\/oz+1+x/f+ W VK + )s K2+ X+ 2KJZ.

Soluie:
a) Se noteazS=v2+1+V2+1+yJ 3+ 1+ .+ 80+ .
Cumk <vk®+1<k+1 .Ap

1<VJ1?+1<2
2<y2°+1< 3

80 </80% + 1< 81

Se obine:
1+2+...480 <S< 2+3+...+81 LAp
80081 8182
< S<
3240 < S <3320 LAp

b) Se noteazS=+0>+1++12+1+...+Vk*+1
1<J0?+1<1
1</1?+1<2

k<vk*+1<k+1 .Ap

1+142+. k< S< 1+2+...+k+1) LAp
k(k+1)+1§ S< (k+1)(k+2)

2 2
IC+k+1 < 2-S< Ke+3k+2 ..2p

2. Daa XY, z sunt numere reale pozitive cu proprietategatratele lor sunt propgonale
cu numerele8, 20 si 36, iar x* + y*+ 7' = 2020, si se aratei x+ y+ z<15.
Soluie:
Xy 7 X Yy 7 X+ Y+ ﬁ_l

Din condiia de propaionalitate—==—=— « = = = =
18 20 36 324 400 1296 2020

se obine
x=3J2,y=2/5,2=6 .4p
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x+y+z<15o 32+ 2/5< 9= 12/ 16x 43 1440 18 ..3p

3. Fie ABCD un trapez neisoscel, avand bazaatiB), iar | punctul de interseie al
bisectoarelor unghiuriloertADC si «<BCD. Daca DC = AD+ BC, aitati ca IA=IB.
Soluie:

Fie QO(DC) a.i. DQ = DA=> AADQ isoscel ..2p
Daci { P} = DI n AQ, atunci(DP) bisectoare, mediarsi inatime,
deci AAIQ isoscel, deciAl =1Q .. 3p

analog Al =1Q si finalizarea .2p

4. Fie ABCD un pitrat, E mijlocul laturii (CD)si M un punct interior ftratului, astfel incat

m(«<MAB) = n{<t MBQ= rfx BMiE= . Aflati x.

Soluie:
m(<«<MAB)+ n{<« MBA= rf« MB+ i MBA90 = (r ANB 90 ..1p
Fie F mijlocul laturii (AB)= MF :% = AF= FB= « FMB= <« FBM ..2p
Dar m(<EMF) = m{« FMB + nf< BME= rfxc MBN (¢ MBG 90 .Ap
in AMEF dr. avemMF :%:%: m(«<MEF) =30 .Ap
= m(«MFE) =60 = m(<« MFA = 30 ..1p
in AMAF avemx+ x+30 =180, de undex=75 .1p
Barem — clasa a Vll-a
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1. Determinai perechile (& b)de numere naturale nenule pentru cafe 6a=b”+b-10,

Soluie:
Din relda dati rezult (a-3)*=b*+b-1 ..3p
pentrub >1avemb® <b? + b-1< (b+1)*= b® +b-1ny este pirat perfect ..2p
pentrp=1= (a-3f = 1= (a,b)0{ (2.1).(4.9) ..2p
2. Sa se rezolve ectia: X+ X"2, x"4, x"6, X206 x 2018 .,
3 4 1009 1010
Soluie:
Ecuaia dat este echivalegtcu
(x+ 2—2)+(i2— 2}+(i2— 2j+ ...Jr(iz— zj:— 202
2 3 1010 ..3p
x+2+ X2, XY 2, X4 2 5000-— 202
3 1010 p
(x+2)(1+£+}+...+ : j: 0
2 3 71010 1p
Arata ca 1+1+—1+ ...+—1 z0
23 1010 p
X=-2 soluie LAp

3. Tn triunghiul ABC, bisectoared BE, EO( AC) intersecteazmediang] AD], DO(BC)in

G . Pe planul triunghiului se ridigperpendiculara FG.
a) Aratati ca EE—IC—E =2;
GD AE
b) Daci G este centrul de greutatea al triunghiuRBCsi FG = GD = AE= a, calculai

distarta de laB la planul (FAC).
Soluie:
a) Aplicand teorema bisectoarei setiob: AG :ﬂ?’ respectivE :B—C de unde
GD BC AE AB
rezulé cerina. ..2p

b) Dac G este centrul de greutatea al triunghiA&C,
AG _CE 2 _CE

=>—HF—=2« -3F—=2< CE=AE
GD AE 1 AE
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Deci triunghiul ABC este isoscel dgbh@AC
= BEO AC

CcC
AAGF =ACGF= AAFCis= FEJ AC> AQ( BEF
ConstruimBQU FE, BQU (BER= ACQJ] B@ BQ( FAL> d.B FAL= E

..3p
DaciFG=GD= AE= a= EC= a AG2 |
Din calcul, GE = a3, BE= 3a/3FE = 23;
_ 3a./3
— BQ[FE= FGOBE= BQ2 &= &8 3= B 5
..2p

4. FieA ABC dreptunghic CLm(A)Z 90°si EO (AB), F D(AC) astfel incat EF||BC i % :%
Sed AB= 1—25 si AC=10. Triunghiul ABC se indoaie dupdreaptaEF astfel incat
(AEF) 0 (BEC) . Aflati perimetrulA ABC dupi indoire .

Soluie:

Tnainte de Tndoire :
fie APOBC,POBC si {Q}=APn EF .

25 125ﬂ0 2
calcubm : BC:7 , AP:@:B , AQ=§[6:4 ,QP=2
2
PB? = AB? - AP* = PB? :%1 si PC* = AC* - AP = PC” =64 ..3p

Dupa indoire :
AQUEF,PQUEF = m(DAQP) =90°, ca unghi plan coresp. diedrului
= AP? = AQ? +QP? = AP?=20
cunAQ 0 BC,QP 0 BC= BC 0(AQP)= APIBC

Ditn APE dreptunghic= AB? = %1 sidinA APC dr.= AC? =84

25+4/161+44/21
5 .

PerimetrulA ABC dupi Tndoire este egal cu

.A4p
Barem — clasa a Vlll-a
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