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OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA - 18 FEBRUARIE 2019
CLASAAIXA
MATEMATICA-INFORMATICA

e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferitad de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.

Problema 1.(7p)

Rezolvati in R ecuatia:
25 {x}* +1=10x.

Problema 2.(7p)

I—ag

Consideram sirul( @, ),=1 definitprina; = 2 si @y =2 — Ei, n = 1. Sa se calculeze EE:im ~,
i ! K

Problema 3.(7p)

Demonstrati cd pentruorice n € N"avem:

\/n+1+\/n+2Jr +\/2n+2< 1 N 1 - 1
n+2 n+3 7 2n+3  Jn+3 Jn+d T n+4

Problema 4.(7p)

Fie ABC un triunghi, D mijlocullui (AC) si M un punctin plan astfelincat:

MA+a-MB =b-MD, undea, beR.
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e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferitd de cea din barem, se acordi punctajul corespunzator.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.

Problema 1.(7p)

(2p) a)Daca A=+7 + 43 + 7T—43, calculati (4 — 5)2°1%.
1 4.4 1

VIHE Vrtn—1

= 2015.

(2p) b) Determinati n € N pentru care %ﬂ +

(3p) c) Dacid a, b, c £Qsi ab+betca =1, aritati ca +/ (1 + a2)(1+ b2)(1+ ¢2) € Q.

Problema 2.(7p)

(3p) a) Demonstrati ca pentru orice numar natural nenul n, egalitatea urmatoare este adevarata

5?‘!+1_1
1+5+5%+--+5"= 2
(4p) b)Fiex,y,z,a,b,ceR astfel incat x +y =2, y +z==, z+x =7,
Aritati ca (= + 5+ ) EN.

Problema 3.(7p)

Daci (an)n=1 este o progresie aritmetica, notam Spy=a + a2 +az +....+an, Vi EN*,

3nt-n

(1p) a) Daca Sp= , ¥n € N*, calculati aio.

(3p) b) Calculati S3o, daca ag+ais+aig+azs = 30.
(3p) c) Daca Ss = Ss, calculati Ss.
Problema 4.(7p)

Se noteaza cu F mijlocul laturii (BC) a unui triunghi ABC, cu G mijlocul segmentului (AF) si se considera
punctele D si E astfel incat AD = 2DB, AE = kAC .

(3p) a) Determinati keQ pentru care DE si BC sunt paralele.

(4p) b) Demonstrati ca 4BG = 3BA + AC.
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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA - 18.02.2019
CLASA A X-A
MATEMATICA-INFORMATICA

e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferitad de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele

punctajului indicat Tn barem.

Problema 1.(7p)

(4p) a) Sa se arate ca pentru oricare  Z,Z, €[ are loc  relatia

‘21'2_2”-‘2 +lz, - 2,[ =(1+|zl|2)(1+|22|2).

(3p) b) Rezolvatiin [ ecuatia : z° =z.

1. a) ‘zl-z_erJJ2 +z, -z, =(zl-z_2+1)(zl-z_2+1)+(zl—zz)(zl—zz): ......................................... 1p
(zl-z_2+1)(z_l-zz+1)+(z1 22)(21 2_2):|zl|2-|22|2+zl-z_2+z_1-zz+1+|zl|2—zl-z2 Z,-2,+|z,[ =.. 2p
= (L2 (L 2] v 1p
b) 22=7= |Z|2 = ‘E‘ = |Z|2 = |Z| = |Z| € {0,1} ,daca |z| =0=Z=080lUtiC...cccerrerrrrrrrierieireiereeieeeane 1p
. - -1 L, 1 .3
Daca |Z| =l=z7=1=7z2 :E:>ecua‘g1a devine z°=1=17=17,, =_Eil7 ................................. 2p
Problema 2.(7p)
(7p) Sa se cerceteze injectivitatea s surjectivitatea functiei
3X+2 ,X<0
f:0 —>D,f(x)={2 .
X°+2X+3,x>0
2. f strict crescatoare pe (—oo,0]si pe (0,0), deci injectiva pe (—oo,0]si pe (0,50) (1).vvvvvrrrrrrennene. 3p
f((—oo,O]):(—oo, 2]; f ((O,oo)):(B,oo) ................................................................................................ 2p
f ((—oo,O])m f ((Ooo)) =0 (Z)innjectivé ......................................................................................... 1p
f ((—oo,O])u f ((Ooo)) =0 \(2,3]#0 = N eSte SULJECIVA. ... 1p
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Problema 3.(7p)

(4p) a) Si se rezolve ecuatia 69 ~13-6> +6-4 =0,

x-1
(3p) b) Sa se rezolve ecuatia I/x+1+2log, (3x+4)+2° =10.

...................................... 2p
3 1 1
o =l = o0 X = Ky S bbbt b et et e be e b nneas 2
1 2 2 3 Xl 5 2 5 p
D) Observam X =7 SOIULIC @ CCUALICT ...cueevvrerieeieitierieieeieeie et ete et este e e eeaesteeseeseesteesseeeaesseenseeseesseenns 1p

x—1

functiile ¥x+1,2log, (3x+4),2

=suma lor este o functie

sunt compuneri de functii strict crescdtoare, deci sunt strict crescatoare

f strict crescatoare, deci injectivd = €C f(x)=10 are solutie unica

Problema 4.(7p)

Sa se rezolve ecuatia 3/X +21+ \/15— X=6.

CE x <15, notim ¥/x+21=usi v15-x=v >0, ec devine u+v=6=v=6-u

........................... 2p
ud=x+2

S U V2 236 2 UP 4 (B=U) =36 vvcevvvrrrrrrreenresssssssssmsssssssssssssees e 2p
v =15-x
u, =0,v, =6,x =-21 solutie, u, =3,v, =3,X, =6 solutie, u, =—4,v, =10, X, =—85 solutie........... 3p
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BAREM DE EVALUARE SI NOTARE
OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA

ETAPA LOCALA - 18.02.2019

CLASA A X-A M2

e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferitid de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele

punctajului indicat Tn barem.

Problema 1.(7p)

Fie numerele reale x = \/7+4\/§ +\/7—4\/§ siy= 3\/45+29\/§ +3\/45—29x/§

(2p) a) Determinati numerele rationale a si b astfel incat

V7-4J3 =a—+/3; 345+ 2942 =b++/2;

(2p) b) Aratati ca x?>= 16 si y® =90 + 21y ;
(2p) ¢) Calculati (y — x -1)%9°,

a) Determinarealuia=2sib=3 ... ...t cate 1 punct fiecare
b)  Vericarea prin calcul direct ............coooiiiiiiiiiiiiii cate 1 punct fiecare
C) DB eIMINAIE X = 4 i e e Ip

2 N Ip

FINALIZATE ...ttt lp

Problema 2.(7p)
Daca 1092080 = a, calculati 10940160 in functie de a.

. . : I I 4

Schimband in baza 2 obtinem log,, 80 = 09,80 _log,5+4 - SRR 2p
log, 20 log,5+2
2a—4
log,5= et D
9; 1_a Y
5. 2a—-4
log,1 _
log,, 160 = |092 00 _ 21a—a4 ....................................................................................... 2p
g, 40 3+
1-a

~3a-1 ]

P R R R p
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Problema 3.(7p)

Fie ecuatia z2+ 2z + 4 = 0.
(2p) a) Determinati radacinile complexe z1 si z2;
(2p) b) Daca a este o radacina a ecuatiei z2+ 2z + 4 = 0, aratati caa® = 8;

(3p) ¢) Demonstrati ca z*° +z2° este patrat perfect.

a) ReZOIVArea €CUALICT  ....iiitiiii i e e 2p
b) Daca a radacina a ecuatiei avem a®+2a+4=0 , a=a’a = (-2a-4)-a = -2a’-4a = -2(-2a-4)-4a = 4a+8-4a =
e e e e 2p

C) Zf_OlQ — (213)673 — 8673 — 22019 : Zl2019 + Z5019 — 22019 + 22019 — 2 A 22019 — (21010)2 patrat perfect ) 3p

Problema 4.(7p)

Determinati domeniul maxim de definitie al functiei f :D >R

- 9= 22)

. 2
lg(1 3>§+2x )20

CoNditia 2 > 0 Ip
—4x° =X
Din 2x? —3x+1> 0 obtinem Xe(-oo;%)U(l;oo) ......................................................... 2p
lg(1-3x+2x2?) = 0, avem x = 0 sau X = g ............................................................... 1p
X -0 -1 0 i 1 § o0
4 2 2
lg(2x? —3x +1) +++++++++++++++4+0----) () (----------- O++++++++++++++++++++++++
Y [ — L
lg(1— 3 + 2x2) R e R (UL G e | --
—4x* — X
i N 1 1 3
Domeniul de definitie este D = (-Z , 0)U(0, E)U(l’ E] .................................................... 3p
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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA

ETAPA LOCALA - 18.02.2019
CLASA A XI-A
MATEMATICA-INFORMATICA

e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferitid de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.

Problema 1.(7p)

a 0 o0
Se dd matricea A=|a a 0/ a,beR. Calculati A",neN".
b a a
0 0O 0O 0O 0 0O
A=al,+B,B=|a 0 0[B°=|0 0 O0[B*=0 0 0[=0; . rirrrrmrrrrrrrrrrnn. 2p
b a 0 a? 00 0 0O
Rezultda B" =0,,Vvn>3.
Cum al,-B=B-(al;), aplicim binomul Iui NEWLON: .........ccecevruriririririeieirieieieieieeieeeeieieieieeeee, 1p
. a" 0 O
A"=a“|3+na“-1B+Ma”-ZBZ= na" a" 0| s 4p
na”‘lb+@a” na" a"

Problema 2.(7p)

Fie A, B € M2, (C) matriciinversabile cu A-B™ + A™-B =Iz. Si se demonstrezeci:
det(A-B)?- det|(A7)? + (B | =1

Prin inmultirea relatiei A- B™ + A™ - B = I, cu A la stanga, respectiv cu B la dreapta
obtinem A* + B? = AB, de unde (A—B)? = —=BA .....ceovoeereeeeeeeeeeeereee e 2p

Analog prin inmultirea cu A™ lastingasi cu B la dreapta in relatia initiala
obtinem (A f + (B = A B = (BA) oo e 2p
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Cum (A-B)*- [(A’1 )2 + (B’1 )2 J= —(BA)-(BA)™ =—1,,, prin trecere la determinanti obtinem:
det (A-B) 2-det|[(A)? + (B™)2 | =T 3p

Problema 3. (7p)

Fie f:[Lw)>R o functie cu proprietateacaexistda>1astfelincat % a < f(x)<a”,

@xii@m&a@%nv@ﬁé&hﬁmm :aé) —dB{IEj);f (f(l + f ( )+ g ( ))% ............................... (2 p)

n+1

—a

Prinsumare = =- <f(1)+ f(2)+..+ f(n)< e 1
= < fO+ @)+ f(n)s—— (1p)
n+1 n+1
:>n1 a _asansna e (1p)
2 a-1 a-1
n+l n+1
lim o/~ 2 ‘a=|im§ﬁnmna B Bl Bttt (2p)
n—owo 2 a—l n—oo 2 n—oo a—l
LTy TR L PSP PRI (1p)

Problema 4.(7p)

Fie sirul (X, ). ., de numere reale ce indeplineste conditiile: (1) x! —x%-x,,, > x? —6x,+9, VneN”
(5p) a) Daca presupunem ca sirul (Xn )nzl este descrescator, aratati ca este convergent si calculati limita sa.
(2p) 2) Este posibil ca un sir (Xn )nzl ce verifica relatia (1) sa aiba toti termenii negativi?

a) (1) = x3(x, =%, )= (x, =3 20,V N21....ccocoiiiiiiiiiieee e (2D)

X, 2 Xy = X3 > 025X, >0, VN> Lottt (1p)
(X, )., e marginit:0 < X, <X, VN21=> (X,) ., CONVEIGENT...ovverrrmrrrrerrmerrrressmnerrrnenenns (1p)
Daca | =limx,, din (1) = (1 =3)° SO =1 =3 (1p)

a) Presupunandx, <0,vn>1,din ()= x,—X,,<0,Vn >1:>( ) convergent.Fie | =limx,;

N—o0

din (1) = | =3, contradictie pentru ca | € [Xl,O] ..................................................... (2p)

Calea 13 Septembrie, nr 209,
Sector 5, 050722, Bucuresti
Tel: +40 (0)21 317 36 50
Fax: +40 (0)21 317 36 54



romania2019.eu

&
WENSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN
|

MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE
LFOV :
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SOLUTII SI BAREME OLIMPIADA MATEMATICA

FAZA LOCALA 18.02.2019
CLASA A XI A-M2

e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferitid de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.

Problema 1.(7p)

10 O

Tn M3(R) se considera matricea A(m)=|0 1 Inm |, unde m > 0.
00 1

(1p) a) Calculati A(e);

(2p) b) Aratati ca A(a)A(b) = A(ab);

(4p) ) Determinati a real pentru care A(3%)A(3%-2) = A(3).

10 O 100
A)AR) = 0 L Ine (=] OLd | oo 1p
00 1 001
10 0 )10 O 10 0 10 0
b) A(@)A(b)={0 1 Ina|01inb|={01Ina+Inb|=[{01Inab |=A@D)..........ccceriiiiii.... 2p
00 1 )00 1) (00O 1 00 1
¢) Din b avem A(3%)- A(3* =2)= AB*(3* =2))....oovio ] 2p
Obtinem3°* —2-3% =3, notim 3 =t si rezolvam ecuatiaobtinemradicinile -1 si 3.
D Unde @ = L. . i e 2p

Problema 2.(7p)

x -2 3
(3p) @) Rezolvatiin C ecuatia [-2 3  x |=0
3 x —2

1 a+b 2a-—>5
1 b+c 2b-—c
1 c+a 2c—a

(4p) b) Se considera a, b, c € R. Arétati ca, daca =0,atuncia=b=c.

a) Se rezolvi ecuatia —(x+1)(x?>-x+19) = 0 si se obtine ci x € {—1; 1152.*"3 }...3p
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1 a+b 2a-—0b
b) In determinantul [1 b+ ¢ 2b — c| se aduni coloana 2 la coloana 3 si se obtine
1 c+a Z2c—a
1 a+b a
3|1 b+c b
1 c+a ¢
1 b a
Se scade coloana 3 din coloana 2 siseobtine 3{1 ¢ b| ..oooovveiiiiiiiiiiiii 2p
1 a ¢
1 b a
Asadaravem 31 ¢ b| = 3(a’+b?+c?-ac-ab-bc) =
a i 1 a c i
=;[(a=b)" +(b—¢)" + (c—a)’]
Din(a—b) 4+ (b—c)*+(c—a)* =0 =>a=D=C=00orieeieeisieiisieeei, 2p

Problema 3.(7p)

ax*+bx

x+2

Fie functia f: R\{—2} = R, f(x) = ,a, beR.

(2p) a) Aflati parametrii reali a si b astfel incat dreapta de ecuatie y=2x-3 sa fie asimptota spre +ce.

(3p) b) Pentru a=2 si b=1 sa se determine asimptotele functiei.

2
- X" —=3X+2
(2p) c) Calculati —_—
leg] 3x* —2x-8
a) Dreapta y=2x-3 este A.Ob. y=mx+n, de unde rezultd cd m=2 si n=-3
X
lim M =2, lim (f(x) —mx) = -3
x=roo X —=—0
, 2xT4h . (B—4).
a= 2111mx_m( :;”x—Zx) =—3—2a= 211mx_}m72x= —3=sa=2b=1.................. 2p
. x™x 6 _
b) AV.lim_ . - o T T X = =2
e
lim,,—5 ‘z :,x = % = +o0,x > —2 de unde rezulta ca dreapta de ecuatie x=-2 este A.V. la

graficul functiei spre stanga si spre dreapta.
La +c2 avem A.Ob. de la pct a)

La —co avem A.ODb. dreapta de ecuatic y=2X-3......coiiiririiiiiiiieeieeeeee e 3p
. x*-3x+2 0 _
C) lim, oy ———— == (caz de exceptie)
- .. . wo1e - 1
Se descompun cele doua ecuatii de unde rezulta ca limita este PR LTII TR I T YT ITTTOTUPOOOVPI, 2p

Problema 4.(7p)

n

x-1

Se considera limitele L= |jm ,neIN,n>2.

x—1
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(3p) a) Calculati Lo, Ls;

«/§+i/§—2‘{/;_1

(4p) b) Aréta;iUH] ] =5
. Ax-1 Jx -1 1
a Lo= = e 1
) =l T ey 2 g
. 3x-1 . Yx -1 1
Ls=lim =lim e 2p

-1 X—1 x—1 (\/_ 1)(\/_+3\/_+1) 3
Srix-2dx lim— g ik =4x

) lim—— =" o * (x=1)
lim Yxlyx 1) N 5 1

S
(x 1x\/— «/_+‘{/_+1) Ix»l(x 111\2/_+ ..... )4 12 3 P
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ETAPA LOCALA - 18.02.2019
CLASA A XII-A

MATEMATICA-INFORMATICA

Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferitd de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
[ ]

Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.

Problema 1.(7p)

2
Fie a e[l si G=(-a,a). Pe G se defineste legea de compozitie X*Yy = aaz(;;yy).
+
(4p) a)Aratati ca (G,*) este grup abelian.
(3p) b) Se defineste functia f: G—0 , f(t)=F(t)-F(0),(V)x €Ll unde F este o primitiva a functiei g :

G—-U, g(x)= % ,(V)X € G. Demonstrati ca f este izomorfism intre grupurile (G,*) si(0,+)
a —X

a) 4p verificare calcul

b)3p  -1p determinarea f(x) = “Ljpacx
2a a+X
-1p bijectivitate
-1p morfism

Problema 2.(7p) Calculati:

2

(4p) a) I( X )dx,x e[o,%),

X COS X —sin X )(Xsin X +Cos X
2

X 7
(3p) b) J.(xsin X +cos x)’ drxe (O' Ej

a) 4p- 1p alegerea f(x)=xcosx-sinx; g(X)=xsinx+cosx
Ip calculul £(x)g(x)-f(x)g’(x)= -X
2p finalizare I= - In[f(x)|+In|g(x)|+C
f(x)) —x?
map- 1p || X
g(x) ) (xsin+cosx)
2p 1=-10)

——+C
g(x)
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Problema 3.(7p)
1-x 0 X 1
(7Tp) Fiemultimea G={A(x)=| 0 0 0 |[eM,(0)x= 5 [» be care se considera operatia de
x 0 1-x

inmultire a matricelor. Aratati ca multimea este parte stabila in raport cu operatia de inmultire a matricelor
si determinati elementul neutru al monoidului (G,-).

4p parte stabila
3p element neutru

Problema 4.(7p)

1
Fie I, :je’xx”dx,n eIN™.
0
(2p) a) Sa se calculeze I1.
1 .
(2p) b) Sasearateca |, =nl_, o pentru orice n >1.

(3p) ¢) Sase calculeze lim1, .

n—o0o

a) 2p Ilz%

b) 2p demonstrarea relatiei de recurenta

c)3p liml =0

n—oo
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e Pentru orice solutie corecti, chiar daci este diferitid de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in limitele
punctajului indicat Tn barem.

Problema 1.(7p)

Pe M = (-2,0) se defineste legea de compozitie x*y = xy+2x+2y+2.
(2p) a) Sa se arate ca M este parte stabila a lui R 1n raport cu legea “ * ™.
(3p) b) Calculati A= (-2019)*(-2018)*...* (-3)*(-2)*(-1)*1*...*2019.

PE yRkyk ky— n_
(2p) c) Demonstrati ca x*x*...*Xx=(x+2)" -2, VxeR.

nori

Problema 2.(7p)

Fie multimea M = {G Tll),n E E}.

Aratati ca (M,") formeaza structura de grup comutativ.

Problema 3.(7p)

ax*+bx+1;x <1
In*x+x;x=1

Sa se determine a si bastfelincatfunctia F sa fie o primitiva a uneifunctiif.

(4p) a Fie a si b numererealesifunctia F: R - R ,F(X):{

(3p) b) Aflati functia f.

Problema 4.(7p)

2lnx—1

Se considera functiaf: (0,00) = R, f(x) =

mn+2

(3p) a Calculati I, = [%2z f(x) dx

(4p) b Aratati ca (1,,) 1. este o progresie aritmetica. Determinati ratia progresiei.

la | Demonstratie parte stabild 2p
1b | Verificare (-2)=(x) = -2 1p
() * (-2)= -2 1p

1p
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(—2019) = (—2018) = ---= 2018 = 2019 = —2
1c | Demonstratie 2p
» lege pe M 1p
1p
comutativitate 2p
1p
2 asociativitate 2p
element neutru
toateelementelesimetrizabile
3a | Functia F este o primitiva a uneifunctii fdacaestecontinuape R. 4p
a=1 b=-1
2x —1:x <1 3p
3b f(x)= iy 1:;x =1
_Zn+1
da | ™" 4 3p
3
I|:'J+1 - In =3 p
4b
Ratia progresiei este rZ% 1p
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