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Barem de corectare și notare 

 

1. Fie 















cossin

sincos
X  și  












ab

ba
A  unde   1,,, 22  baba R  . 

 a) Calculați nX  ,  pentru *
Nn . 

 b) Demonstrați că nA  este de forma 








 nn

nn

ab

ba
, *

Nn . 

 c) Demonstrați că șirurile   *
Nnna ,   *

Nnnb  sunt convergente și au limita 0. 

 

Soluţie:   

a) Calculează 















2cos2sin

2sin2cos2X        ... 1p 

Demonstrează prin inducție matematică că 















nn

nn
X n

cossin

sincos
, *Nn   ... 2p 

b) Notează 1,222  rrba  , deci 1
2

2

2

2


r

b

r

a
.   

Cu notația cos
r

a
, sin

r

b
 matricea 












ab

ba
A  se scrie 
















cossin

sincos
rA  ... 1p 

Conform lui a) nA = 








 nn

nn

ab

ba
, *

Nn  unde nra n
n cos , nrb n

n sin , 1r  ...  1p 

SAU  

presupune că  
kA  = 









 kk

kk

ab

ba
 pentru k 

*
N  , k fixat  și calculează AAA kk 1

  

 















bbaaabba

abbabbaa
A

kkkk

kkkkk 1










 



11

11

kk

kk

ab

ba
     ... 1p 

conform inducției matematice 
nA = 









 nn

nn

ab

ba
, 

*
Nn   

unde bbaaa nnn 1 , abbab nnn 1 , 
*

Nn  bbaa  11 ,    ... 1p 

 

c) Deoarece   *
Nnna nra n

n cos ,   *
Nnnb nrb n

n sin  și 1r , obține că 0nr  ... 1p 

și cum  1,1cos n  și  1,1sin n  obține că   *Nnna
 ,   *Nnnb

  converg la 0 ... 1p 

 

 



2. Rezolvați în  R2M  ecuația 









174

413X . 

 

Soluţie:  

Deduce că   183 XTr  și că 1)det( X         ... 1p 

scrie relația 22
2 )det()( OIXXXTrX   adică 2

2 ItXX   unde s-a notat  XTrt  ... 1p 

din care obține că XtXX  23    XItXtX  )( 2
3  2

23 )1( tIXtX   (*) ... 1p 

și utilizând proprietățile Tr(A+B)=Tr(A)+Tr(B) și Tr(kA)=kTr(A)     ... 1p 

din (*) obține      2
23 )1( ItTrXTrtXTr   ttt 2)1(18 2   01833  tt  3t  1p 

deci relația (*) devine 2
3 38 IXX   și ecuația se rescrie 238 IX  = 









174

41
   ... 1p 

de unde 









51

11

2

1
X          ... 1p 

 

SAU 

 

deduce că   183 XTr  și că 1)det( X         ... 1p 

notează 









dc

ba
X și înmulțind ecuația la stânga și la dreapta cu X obține egalitatea 










dc

ba









174

41
= 









174

41









dc

ba
 de unde deduce că 












bab

ba
X

4
   ... 1p 

scrie relația 22
2 )det()( OIXXXTrX   adică 2

2 ItXX   unde s-a notat  XTrt  ... 1p 

din care obține că XtXX  23    XItXtX  )( 2
3  2

23 )1( tIXtX   (*) ... 1p 

și utilizând proprietățile Tr(A+B)=Tr(A)+Tr(B) și Tr(kA)=kTr(A)     ... 1p 

din (*) obține      2
23 )1( ItTrXTrtXTr   ttt 2)1(18 2   01833  tt  3t  1p 

din relațiile 35  ba  (1) (urma matricei X )  și 14 22  baba  (2) (determinantul matricei X)  

obține 
2

1
,

2

1
 ba  deci 










51

11

2

1
X        ... 1p 

 

3. Fie șirul   *
Nnnx  astfel încât 










3

1
,01x  și 2

1 3 nnn xxx   , 
*

Nn  . Arătați că : 

 a)  șirul   *Nnnx
  este convergent la zero. 

 b)  
3

1
lim 


n

n
nx  



 

Soluţie:  

 

a) 03 2
1  nnn xxx  deci   *

Nnnx este un șir strict descrescător (1) și 
3

1
nx *

Nn    ... 1p 

Presupune că 0kx pentru *
Nk , k fixat și demonstreză că   0311  kkk xxx  deci conform 

inducției matematice 0nx  *
Nn  adică   *Nnnx


este un șir mărginit inferior (2) ... 1p 

din (1) și (2) conform teoremei lui Weierstrass rezultă că șirul   *Nnnx


 este convergent ... 1p 

notează L limita finită a șirului convergent   *Nnnx


 și trece la limită în relația de recurență  

obține L=L-3L
2
 de unde unica soluție este L=0 deci  șirul are limita zero                  ... 1p 

b)  Se aplică criteriul Cesaro-Stolz 
1

1

1

lim
11

1
lim

1
limlim









 









nn

nn

n

nn

n

n

n
n

n xx

xx

xx

nn

x

n
nx  ... 2p 

Utilizează formula de recurență și obține 
 
  3

1

3

31
lim

3

3
limlim

2

2












n

n
nnn

nnn

n
n

n

x

xxx

xxx
nx   ... 1p 

 

 

4. a) Utilizând eventual identitatea 









3
sin43

3
sinsin 2 xx

x , arătați că 
6

1sin
lim

30




 x

xx

x
. 

   b) Dacă 
20

sin...2sinsin!
lim






n

n

x
n

x

nxxxxn
L , *

Nn , arătați că 1

2

6
!  nn nL

n
nL  , 2n . 

   c) Demonstrați că 
36

)!1)(12( 


nnn
Ln , 

*
Nn .  

 

 

Soluţie:  

 

a)  notează  130

sin
lim L

x

xx

x





 și utilizând identitatea trigonometrică obține 

  






















 27

4

27

3
sin

3lim
27

33
sin4

lim3
sin3

lim
3

sin43
3

sin

lim
303

3

0303

2

0
1

x

xx

x

x

x

x
x

x

xx
x

L
xxxx

   ... 1p 

de unde obține ecuația 
6

1

27

4

9

8

27

4

9

1
1111  LLLL .    ... 1p 



b) 







 2020

!
sin

...
3

3sin

2

2sinsin
!

lim
sin...3sin2sinsin!

lim
n

nn

xn

n

x
n

x

xn
nx

nx

x

x

x

x

x

x
xn

x

nxxxxxn
L   

 !n 



 20

sin
...

3

3sin

2

2sinsin
1

lim
x

nx

nx

x

x

x

x

x

x

x
       ... 1p 

 !n 







 220

sin
...

3

3sin

2

2sinsinsinsin
1

lim
x

nx

nx

x

x

x

x

x

x

nx

nx

x

nx

nx

x
     ... 1p 

 !n

 
 







































 2030

1

1sin
...

3

3sin

2

2sinsin
1

sin

lim
sin

lim
x

xn

xn

x

x

x

x

x

x

nx

nx

nx

nxnx

xx
  ... 1p 

 !n

 
 



























 20

2
1

1sin
...

3

3sin

2

2sinsin
1

lim
6 x

xn

xn

x

x

x

x

x

x

n

x
1

2

6
!  nnL

n
n    ... 1p 

c) Utilizează formula de recurență 1

2

6
!  nn nL

n
nL  și obține 

36

)!1)(12( 


nnn
Ln  ... 1p 


