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Clasa a XlI-a
Barem de corectare si notare

. cosa Sina) .
1. Fie X :( j sl

a b
i A:( Junde abaeR,a’+b*<1.
—sina CoSa -b a

a) Calculati X", pentru Vne N",

a, b .
b) Demonstrati ci A" este de forma [ l:: a” j, vYneN’.
“Mn n

¢) Demonstrati ¢ sirurile (a, )neN* , (b, )neN* sunt convergente si au limita 0.

Solutie:

cos2a  Sin2a
a) Calculeaza X% = [ J

—-sin2a €o0S2«a

.. ) L cosna Sinna .
Demonstreaza prin inductie matematici cd X" = i , Vne N
—sinna cosna

b) Noteaza a?+b%=r2r<1,deci = + =1.

2

a? b?
r r?

. a b . . a b . cosa Sina
Cu notatia — =c0Sa, —=SIna matricea A= sescrie A=r| |
r r -b a —-Sina  cosa

n bn

Conform luia) A"= [ b

, VneN” unde a, =r"cosna, b, =r"sinna,r<1
n an
SAU

by

a. *
presupune ca A¥ = [ X J pentruk € N | k fixat si calculeaza A= AR LA
— Dy

ay

Ak+1—( ak'a_bk'b ak'b+bk'aj_(ak+l bk+1]

(ay -b+b-a) & -a-b-b by Ay

-b
unde a,, =a,-a-b,-b, b, =a,-b+b,-a, VvneN" a, =a, b =b

. . . a, b .
conform inductiei matematice A" = ( " " J vneN

n an

c) Deoarece (a, ) - a, =r"cosne, (b,)
si cum cosna € [-11] si sinna e [-1,1] obtine ci (a,),_y*, (by)

b, =r"sinna si r<1, obtineca r" —0
~ converg la 0

neN”

neN

1p

2p

1p

1p

1p

1p

1p



1 4
2. Rezolvati in M, (R) ecuatia X° :( ]

4 17
Solutie:
Deduce ca Tr(X*)=18 si ca det(X) =1 . 1p
scrie relatia X2 —Tr(X)X +det(X)l, =0, adici X? =tX -1, unde s-a notat t =Tr(X)... 1p
din care obtine ¢ X* =tX? - X < X3=ttX-1,)-X & X} =@t -DX ~tl, (*) .. 1p
si utilizand proprietatile Tr(A+B)=Tr(A)+Tr(B) si Tr(kA)=kTr(A) 1p

din (*) obtine Tr(x3)= > —DTr(X)-tTr(l,) ©18=(t* -Dt-2t <> t*-3t-18=0<=t=3 1p

1 4
deci relatia (*) devine X =8X —3l, si ecuatia se rescrie 8X —3l,, :£4 17j 1p
1(1 1
deunde X == 1p
2\1 5
SAU
deduce ca Tr(X ®)=18 si ca det(X) =1 . 1p

a
noteazd X = ( dj st inmultind ecuatia la stanga si la dreapta cu X obtine egalitatea
c

a b)(1 4 1 4)\(a b 5 a b
= de unde deduce ca X = 1p
c d)\4 17) (4 17)\c d b a+4b
scrie relatia X 2 —Tr(X)X +det(X)l, =0, adica X* =tX -1, unde s-a notat t =Tr(X)... 1p
din care obtine ci X°® =tX? - X < X3 =t(tX-1,)-X < X*=@t*-DX ~tl, (*) .. 1p
si utilizand proprietatile Tr(A+B)=Tr(A)+Tr(B) si Tr(kA)=kTr(A) 1p

din (*) obtine Tr(X?)= (t> ~)Tr(X)—tTr(l,) <> 18 = (t* ~)t —2t < t>~3t-18=0<> t=3 1p

din relatiile a+5b =3 (1) (urma matricei X ) si a® +4ab—b? =1 (2) (determinantul matricei X)

11
,b=%deciX:l( j 1p

obtine a =
’ 2{1 5

N~

o 1) . « s
3. Fiesirul (x, ), astfel incat x, 6(0,5) si X1 =X, —3x2, vneN" . Aritati ci :
a) sirul (x,). _, este convergent la zero.

b) limnx, 1
3

n—oo



Solutie:

. . . 9 . 1
a) X — Xy = —3X§ <0 deci (Xn )neN* este un sir strict descrescator (1) si X, < B vneN

*

1p

Presupune ci x, >0 pentru k e N”, k fixat si demonstreza ca X, ,; = X, (1—3x, )> 0 deci conform

inductiei matematice x, >0 ¥ne N" adica (x,),_,~este un sir marginit inferior (2)

din (1) si (2) conform teoremei lui Weierstrass rezulta ca sirul (x, )neN* este convergent

noteazd L limita finita a sirului convergent (Xn )neN* si trece la limita in relatia de recurenta

obtine L=L-3L? de unde unica solutie este L=0 deci sirul are limita zero

D . . N . n+1-n . Xy X
b) Se aplici criteriul Cesaro-Stolz limnx, = lim — = lim ————— = lim =~ —"L
n—oo n—o n—oo 1 1 n—owo X — X
i I — n n+l
Xy Xni1 Xy
o L ke -3x2) L 1-3x,
Utilizeaza formula de recurenta si obtine limnx, = lim o= =
n—o o X —\X, _3Xn ) noo 3

N : X . 2 X o ps X—SINX
4. a) Utilizand eventual identitatea SinX = Slng [3— 4sin? Ej , aratati ca lim——=

x—0 X 3

nix" —sinxsin2x...sinnx 2

b) Daca L, =lim

x—0 x"+2
' *
c) Demonstrati ca L, = n(2n +;()5(n +1)', vneN .

Solutie:

. . X—=sinx e A : o
a) noteaza IIm—3 = L, si utilizand identitatea trigonometrica obtine

x—0 X
2 X X

x—sm(3—4sm 3) X—3sin= 4sin® = —sin=

L, = lim = lim +1im = > lim 3 o
x—0 X3 x—0 X3 x—0  x3 27 x>0 X3

de unde obtine ecuatia L =1Ll+i©§L1=ic> L =l.
9 27 9 27 6

1
3

1
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* . n
,Vne N ,arataticd L, =n!~?+nLn,1 ,Vn>2.
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n o sinxsin2x

sin3x sinnx
-nlx

3x  nx

n+2

n!x" —sinxsin2xsin3x...sinnx nix 2
b) L, = lim— =lim X X
x—0 X2 x—0 X
1 sinx sin2x sin3x  sinnx
—n'-lim X 2x 3 nx _
x—0 X2
1 sinnx sinnx sinxsin2xsin3x  sinnx
—nt.lim nx_ . _nx X 2x  3X nx_ _
x—0 X2 X2
sinnx(, _sinx sin2x sin3x sin(n —1)x
. nx—sinnx . NX x 2x  3x  (n-1)x
=n!-|lim +lim
x—0 nx x—0 X2
L Sinxsin2x sin3x sin(n —1)x
n® . 2x  3x  (n-1)x n
=nl-| —+Ilim =n!-—+nlL,
6 x>0 X2 3]

2

- - - n . .
c) Utilizeaza formula de recurenta L, =n! ry +nL,; siobtine L, =

n(2n+1)(n+1)!
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