Olimpiada de matematica, Faza locala, Bragov, 21 februarie 2014

IX 1.

IX 2.

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a IX-a

2013 =3-11-61;

........................................................ 1p
231 = 400 — 169 divide 400" — 169", deci 33 divide 20" — 13%", ¥ n € N*;

........................................................ 2p
132 +132° +1=183 = 3-61;

........................................................ 1p
132 1132 41 = (132”’ 1132 1) (132" 13y 1) . neN*;

........................................................ 2p
demonstratie prin inductie: 132" + 132" ' 41 este divizibil cu 61, pentru orice n € N*

........................................................ 1p
I. Demonstratie bazata pe inegalitatea Cauchy-Schwarz.
a) Sov/alb+c) <> ad.(b+c)=(a+b+c)V2,

........................................................ 2p
cu egalitate pentru ¢ = 0+La = .43, echivalent cua =b=c.

........................................................ 1p
b) 3> /kar (sn — kay) < Wz /m) (i(sn —kak)) — s/ =T,

k=1 k=1 k=1
........................................................ 1,5p
kap < (k4 1Dags1, 1 <k <n—1, deci inegalitatea este strict;
........................................................ 0,5p

Sp = a1 [2™(n — 1) + 1] si finalizare.

........................................................ 2p

I1. Demonstratie bazata pe inegalitatea mediilor.

a) Va(b+c) <[a/2+ (b+c)/4 V2 (1,5p); egalitate pentru 2a = b + ¢ (1p); finalizare (0,5p).
b) vkay, (sn, — kar) < [(kax)/2 + (sn — kar)/(2n —2)] v/n — 1 (1p);

n

> Vkag (sn, — kag) < spv/n—1 (1p); s, = a1 [2™"(n — 1) + 1] si finalizare (2p).

=1

=



IX 3.

IX 4.

Daci [a] = [b] atunci |a — b] < 1;

........................................................ 2p
22 -2 —-2=[z] = [22—20-2| <1 = x€(-1,1-V2)U(1+V2,3).
........................................................ 1p
Cazul I. z € (—1,1 — v/2). Atunci [z] = —1, deci ecuatia devine [#? — 2 — 2] = —1;
1< g2 —x— _1 1=v5 JERVE] 1 —
(e o (e (o) (1]
........................................................ 2p

Cazul II. z € (1 +/2,3). Atunci [z] = 2, deci ecuatia devine [22 —x — 2] = 2;

{2§x2_x_2<3 {xe(l—%/ﬁ7l—5/ﬁ}u[l+§/ﬁ,l+%/ﬁ>

<~ T c

14+v17 1421

z e (1+V2,3) ze(1+v2,3) 2 2
........................................................ 1,5p
Multimea solutiilor ecuatiei: S = (—1, 1’2‘/5] u [Hﬁ, ”F) .
........................................................ 0,5p

Fie b, =z, — x,_1, n € N*.

Sirul (b,)n>1 este o progresie geometrica cu ratia ¢ = 2 si by = 1, deci by, = 2871, k € N*;
zo=2"—1siz, =20+ >, bp=2"—1, neN*.

Alte metode:

e recunoasterea formulei termenului general (z, = 2" — 1, n € N*) si demonstrarea formulei
prin metoda inductiei matematice (utilizind o versiune generalizatd);

e determinarea formulei termenului general cu ajutorul ecuatiei caracteristice.

........................................................ 4p
Vi 4272 =2"+ 1, neN;
yn =255 = 4, €(0,1) = [y, =0, YVneN.

........................................................ 3p

Nota: Pentru orice rezolvare corecta se va acorda punctajul maxim.

) |
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a X-a

X 1. Sistemul este definit pentru x,y > 0.

........................................................ 1p
oT =axd, ¢ y\/yzy%,

........................................................ 1p
W/ oyE = x%, \/7 = ys,

........................................................ 1p
Cu substitutiile a = x¥ sib= y%, sistemul devine

........................................................ 1p
a=3—b, (b—1)(2b> — 7b+ 20) = 0; solutii reale (pozitive): a =2, b= 1.

........................................................ 2p
Solutia sistemului: = = 28, y = 1.

........................................................ 1p

X 2. Ecuatia este definitd pentru x € (0, 00);

........................................................ 1p
xr = 1097,

........................................................ 1p
ecuatia devine (30 + 104/5)!9% 4+ 20 = 10(5 + v/5)197.

........................................................ 1p
30 4+ 10v5 = (5 + v/5)%.

........................................................ 1p
Cu substitutia y = (5 + v/5)497, ecuatia devine y? — 10y + 20 = 0, cu solutiile ¢y 5 =5 — /5

........................................................ 2p

19(5—/5)

Solutiile ecuatiei date: x7 = 10 si xo = 1019G+V5) |

........................................................ 1p



X3 p122,p2>3,- ,pp 2n+1;

........................................................ 2p
1 1 .
1_Fi >1- (R+1)2° k=1,2--,m
........................................................ 1p
1 1 _ k(k+2)
+1)2 = (hF1)2°
........................................................ 1p
" = k(k +2) “ok(k+2) 1
1 1 > 1 — = =1 -1
ZOg?( 2) D 2k + 1) °g2<H &+ 1)? 23 +1) ~ 823
k=1 k=1 k=1
........................................................ 3p
X 4. Presupunem prin absurd c& f este periodica, cu o perioadd T > 0: f(x +T) = f(x), V2 €R
........................................................ 1p
pentru @ = 0 obtinem asin 7 + bsin(T/5) = 0.
........................................................ 2p

fx+T)=f(z), Vo €R = 2asin L cos 22T +2bsin%ﬁcosw =0, VzeR;
pentru z = 75T avem cos 22 = 0 si cos w # 0 (deoarece /5 ¢ Z); rezulti sin TT\/g =0.
Obtinem sin(7T'v/5) = 0 si sinT = 0.

sin(Tv5) =0 = (ImeN) (TV5=mn);sinT =0 = (IneN*) (T =nn);
rezultd V5 = 7+ € Qs contradictie. Deci f nu este periodica.

Nota: Pentru orice rezolvare corecta se va acorda punctajul maxim.
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a XI-a

XI 1. det(X) =0

........................................................ 1p
Notam u = tr(X) € R. X2 = uX (cf. relatiei Cayley-Hamilton).
........................................................ 2p
X3 —4X? +5X = (u? —4u+5)X.
........................................................ 1p
1 10 2
X_M—m+5<£ £>
........................................................ 1p
U = u2_14(;+5—|—u2_14(2+5 s ud—4u?+5u—-20=0 LR =4 X = ( ? ;L )
........................................................ 2p
XTI 2. Prin sumarea ecuatiilor obtinem: z1 + x5 + - -+ 4 x9914 = 2014.
........................................................ 1p
Notatie x20144% = xx, k£ > 1. L
Prin sumarea perechilor de ecuatii consecutive obtinem: xj 4+ xx43 = 2, k = 1,2014.
........................................................ 2p
Rezultd xp = w16, k= 1,2014.
........................................................ 1p
1= To011 = T3 = T2013 = Ty = Tak—1 = a, 1 <k < 1007;
Ty = Tao12 = T4 = X014 = T = Tok = b, 1 <k < 1007;
20—b=1,2b—a=1 = a=b=1.
........................................................ 2p
Sistemul are solutia x,, = 1, n = 1,2014.
........................................................ 1p

Demonstratie bazata pe rezolvarea recurentei liniare de ordinul 2.
Substitutie: y, = x, — 1. Sirul (y,) verificd yp+2 — Ynt1 +yn =0, 1 < n < 2012 (2p);
Yn = ac™ + 02", 1<n <2014, unde e —c+1=0, * = —1 (2p);

{y1y2014+y2013—0 @{sa+(51)b_0 a=0

; = =1,2014 (2p).
Y2 — Y1 + Y2014 =0 7(1+5)a+(1—§)b:0 <:>{ b=0 e =0:n 20 (p)

Sistemul are solutia x,, = 1, n = 1,2014 (1p).



XTI 3. a) Notdm ¢ = ag = ifg;

w2 V2 (Ve = VD)
T aa+V2 T 22 (14 V) (e V)

=qa,, n € N.

Sirul (an)nen, este o progresie geometrica cu ratia ¢ si termenul general a,, = ¢"*!, n € N.

........................................................ 3p
b) Fie sirul b,, = Zn;-i\/\g’ n € N. Avem by = ¢ si
ya+2
e —V2 B V2 (V2?2
bpi1 = =515 = =b,, neN
Yn+1 + \/5 yQ"T + \@ (yn + \/5)2
Obtinem b,, = ¢*", n € N (inductie).
........................................................ 2p
n n— V2 n_1—v2
b, =¢* :a2n71:>y f:$2 ! féyn:xgn,l,VneN
Yn + \/i Ton_1 + \/Q
deci sirul (y,)nen este un subsir al sirului (z,,)nen-
........................................................ 2p

Demonstratie bazata pe rezolvarea recurentei liniare de ordinul 2
a)

Pnt+1 =Pn + 2qn
Ty = , neN; , n €N (1p);
o= ol ety { Prrt 2ot (1p)

Pnt2 — 2Pn+1 —Pn =0, n €N; po =1, p1 = 3. (1}'));

+
ecuatia caracteristicd 2® — 2z — 1 = 0 are rddécinile x1 5 =1 — V?2;
P = [(1+V2)" 1+ (1= V2)"1/2, g, = [(1+V2)"H — (1 - v2)""1]/(2v2);

(1+V2)"! + (1 - V2"t V3, neN (p):

T AV - - vy
xnf\@ (1\@

Ay =

tnt V2 \1+v2
b) Yyn =2k = Ynt1 = (xi +2)/(2z1) = xog+1 (2p); finalizare (1p).

n+1
> , n €N (1p).



XI 4. Fie f : R — R o functie cu proprietatile din enunt,.
f(0) =0 (se considerda z = y = 0).

........................................................ 1p
f(=y) = f(y), VY y € R (se considerd z = 0), deci f este functie para.
........................................................ 1p
f(nz) =n?f(z), Vo € R, ¥V n € N (demonstratie prin inductie dupa n € N*)
........................................................ 2p
f (%) =a (%)2, V m,n € N*, unde a := f(1) € R.
........................................................ 1p
f(r)=ar?, ¥ r e Q (conform paritatii lui f)
........................................................ 0.5p
Pentru A € R\ Q, exista un sir (r,,),>1 de numere rationale astfel ca r, — A.
fN=f (nILHéO rn> = nlin;o flrn) = nl;n;o a(rn)? = aA? (conform continuitatii lui f).
Deci f(z) = az?, V z € R.
........................................................ 1p
Reciproc, pentru a € R arbitrar, functia f : R — R, f(x) = az?, V x € R, satisface ipoteza.
........................................................ 0.5p

Nota: Pentru orice rezolvare corecta se va acorda punctajul maxim.
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XII 1.

XII 2.

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a XII-a

Fie A € M, inversabili, cu A~! =t A.
AtA=1 = det(A)det(!A) =1 = (det(4))?=1 = det(4) € {-1,1}.

........................................................ 2p
Cazul I. det(A4) = 1.
(A o (110 o anmans
........................................................ 2p
Cazul II. det(A) = —1.
{aest o DT e an (9 ) mano(0)
det(A) = —1 P 10 10 )
........................................................ 1p
Fie 01
i (00).
J2=1I.
........................................................ 1p
G = {I,—1I,, J2,—J2}. Stabilirea izomorfismului grupului (G, -) cu grupul lui Klein
........................................................ 1p
4?2+ 1= (@ +x+1)(2® — 2+ 1);
........................................................ 2p
Va2 41+ Ve 22 + 1= (Va2 + 2+ 1+ Va2 —z + 1) /V2;
........................................................ 1p
1 1 1
f(x):72 (\/902—364—1 * \/x2+x+1)’ vek.
........................................................ 1p
/f(x)dx:iln [(m—l—i— xQ—x—|—1> (Jc+1+ m2+x+1)] +C, zeR.
V2 2 2
........................................................ 3p



XIT 3.

XII 4.

a)
1 b
1+xb21—m,Vx€[0,1];

a

1420 >z — 2% Vg e [0, 1];
x

1 1 1
@ b
/ Lbde/ x“dx—/ 20t dy = )
0 1+Jj 0 0 (a+1)(a+b+1)

1 7@ b 1 7@ b 1xa+2b
d:= dx — = T pa a dr = A
/0 1ra0 ™ (a+1)(a+b+1) /0 (1+:17b e ) v /0 1120 "

b)

Cu schimbarea de variabila z° = v,

1 1 g (atbt1)/b
d= f/ y__ dy.
b Jo 1+y

Functia f(y) = y@T0+1/? este crescatoare pe [0, 1], iar functia g(y) = (1+y) ™

pe [0,1]. Conform versiunii integrale a inegalititii suma a lui Cebigev,

1 ! 1 In?2
<= : -
d_b/o f(y)dy /O 9(y) dy PR TS

a) Fie e elementul unitate al grupului G si ¢ = zaz~*

F=e o zdfx 1= & dF

,cu x € G, un element conjugat cu a.
= e, de unde ord(c) = ord(a) = m.

b) Fie C, = {z € Glax = za}.
C,=<a>=1{e,a,a® - ,a™ 1} este un subgrup al grupului G, deci m divide n.

Notam & = {zaz~t|z € G} (clasa elementelor grupului conjugate cu elementul a);
la| = {zCqlz € G}| = ||ga|| = I deoarece:

Vo (yla)a=aly'z) &y

1

rar~! = yay~ reCy & zeyly & 20, =yC,.

Deci [{z € Glord(z) = m}| > |a| = .

Nota: Pentru orice rezolvare corecta se va acorda punctajul maxim.

este descrescatoare



