Bareme si Solutii Olimpiada Locala de matematicid Dambovita
Clasa a XII-a,17-02-2019

Subiectul 1. Pe multimea G = R* x R se defineste legea de compozitie ” o ”
prin:

(a,b) o (c,d) = (ac,bc + d).
a) Demonstrati cd (G, o) este grup necomutativ.
b) Aratati cd In G existd o infinitate de elemente de ordinul 2. Existd in G
elemente de ordinul 37

”

Solufie. a) Se verificd cd ” o” este lege de compozitie pe G, este asociativi
gi perechea (1,0) este element neutru. Orice element (a,b) este inversabil cu
(a,b)7r = (,-2). Asadar (G,o0) este grup. Legea este necomutativi: (1,2) o

[2)

(Sod) = (3:10) 55 (3,8) = (B, 410011 2): s 550 656 4508 55 555 555 romsman nosn soosn pinen svn 910 4p

b) Pentru orice a € R, perechea (—1,a) este un element de ordin 2. Daci
(a,b) € G este un element de ordin 3, atunci (1,0) = (a,b)® = (a®,b(a? +a+1)) =
a =1,b =0. Dar (1,0) este element neutru si are ordinul unu, astfel c& G nu
contine elemente de ordinul 3....... ... . 3p

Subiectul 2. Pentru fiecare numéir natural n > 1 notim

F, = /:c”\/mz +1ldz,z € R

a) Si se calculeze F) si Fy.
b) S& se stabileasca o relatie de recurentd pentru sirul (Fp)n>1.

Solutie. a) Notdnd z? + 1 =t , obtinem

1
F = §(9:2 +1)vV22+14C

............................................................................... 1p
Integrand prin parti si folosind ca
1 1
/\/:1:2—{—1(133: Pk $2+1+§In(:1:+\/:c2+1)+6’
deducem
1 1 1 1
F, = 1:as(a:2+1)\/sn2 +1-7 / vzi+lde = §$(2$2+1)\/x2 + 1_§ In(z++v/22 4+ 1)+C
............................................................................... 3p
b) Proceddnd analog gi integrand prin parti
1 n-17.2 n—1
= 1 241 - ——F, o,n>
E, n+2x (z + V22 + — 2,m >3
............................................................................... 3p

1
Subiectul 3. a) S& se arate ¢ [ In(z® +z + 1)dz = [ In(z? — 2+ 1)dz.
B )

1

b) S& se calculeze [ In(z?+ 22 + 1)dz.
21

1
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Solutie. a) Schimbare de variabild z = —t in prima integrala................ 2p
b) Avemz* + 22+ 1= (22 +oz+D)(@? -2+ 1), 1p
Deducem
1 1
/ln(x + 2% 4 1)d Qfln:n +a+ Lde =
=1 —
1
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/ (24l
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2 2 1
=3In3—-8+3-— arctan L+
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Subiectul 4. Fie (G,-) un grup pentru care functia f : G = G, f(z) = z4,

este morfism injectiv de grupuri iar functia g : G — G, ¢(z) = 2219, este morfism
surjectiv de grupuri. S& se arate cd (G, ) este comutativ.

Marius Miinea

Soluie. f morfism, (zy)® = y323, 2%3 = y%z%; g morfism, (zy)2018 = (/20182018
20182010 _ 12019,,2018 3p

Deducem $2016‘y2019 y2019 2016 y2019 2 2,,2019

I i e 2p
Din surjectivitate yz? = z?y deci (zy)* = z%y* = y*z* = (yz)* si din injectivi-
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