
OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 16. 02. 2019

BAREM DE CORECTARE - Clasa a X � a

PROBLEMA 1.

a) S¼a se arate c¼a
3

2
< log2 3 <

5

3
:

b) S¼a se determine num¼arul natural n pentru care n < log2 3 + log3 4 + log4 6 + log6 8 < n+ 1:

Barem de corectare.

a) Veri�care (1p) ;

b) Aplic¼am inegalitatea mediilor şi avem

log2 3 + log3 4 + log4 6 + log6 8 � 4 4
p
log2 3 � log3 4 � log4 6 � log6 8 = 4

4
p
3 > 5 (3p) :

Dac¼a x = log2 3; atunci
3

2
< x <

5

3
: Cum log3 4 =

2

x
; log4 6 =

1 + x

2
şi log6 8 =

3

1 + x
;

rezult¼a c¼a x+
2

x
+
1 + x

2
+

3

1 + x
<
83

15
< 6: Deci n = 5 (3p) :

PROBLEMA 2. Determina̧ti numerele reale a � 1 şi b > 0; pentru care ecua̧tia

3
p
a+ x+ 3

p
a� x = x2 + b+ 1p

x2 + b

are solu̧tii reale.

Barem de corectare.

Pentru orice num¼ar real x;
x2 + b+ 1p
x2 + b

=
p
x2 + b+

1p
x2 + b

� 2 (3p) :

Avem 3
p
a+ x + 3

p
a� x � 2; de unde rezult¼a 3

p
a+ x � 2 � 3

p
a� x: Ridic¼am la cub şi

not¼am 3
p
a� x = t: Deducem c¼a t2 � 2t + 4� a

3
� 0; deci (t� 1)2 � a� 1

3
şi astfel se

impune a � 1 (3p) :

Din ipotez¼a, ob̧tinem c¼a a = 1; t = 1; x = 0; b = 1 (1p) :

PROBLEMA 3. Consider¼am familia de funçtii f� : N ! �; f� (n) = cosn� + i sinn�; unde

� 2 R şi � = fz 2 C j jzj = 1g :

a) Demonstra̧ti c¼a f� nu este surjectiv¼a, pentru nicio valoare real¼a a lui �;

b) Demonstra̧ti c¼a oricare ar �m 2 N�; exist¼a � 2 R; astfel încât imaginea funçtiei f� s¼a aib¼a
m elemente;

c) Demonstra̧ti c¼a oricare ar � � 2 R; funçtia f� este sau injectiv¼a sau periodic¼a.



Barem de corectare.

a) Evident, f0 nu este surjectiv¼a. Presupunem c¼a exist¼a � 2 R�; astfel încât f� s¼a �e surjectiv¼a.
Rezult¼a c¼a 8 � 2 R; 9 n 2 N; astfel încât f� (n) = cos � + i sin �; deci cosn� + i sinn� =
cos � + i sin � , n� = � +2k�; k 2 Z: Pentru � = 0; exist¼a n0 2 N; astfel încât n0� = 2k�;
k 2 Z: Rezult¼a n� = � +n0�; adic¼a n�n0 =

�

�
2 Z; 8 � 2 R; contradiçtie. Deci f� nu este

surjectiv¼a pentru nicio valoare real¼a a lui � (2p) :

b) Pentru m 2 N�; exist¼a � 2 R; şi anume � = 2�

m
; astfel ca

Im f� = f1; cos�+ i sin�; cos 2�+ i sin 2�; : : : ; cos (m� 1)�+ i sin (m� 1)�g (2p) :

c) f� (n1) = f� (n2) ) cosn1� + i sinn1� = cosn2� + i sinn2� ) n1� = n2� + 2k� )
(n1 � n2)� = 2k�
Dac¼a � = 0; atunci f0 (n) = 1 şi f este periodic¼a. Dac¼a � 6= 0 şi k = 0 rezult¼a n1 = n2 şi f�
este injectiv¼a.

Dac¼a � 6= 0 şi k 6= 0; rezult¼a n1 � n2
2k

=
�

�
: Dac¼a

�

�
2 Q; atunci f� este periodic¼a cu perioada

principal¼a T =
2�

�
: Dac¼a

�

�
2 R n Q atunci

n1 � n2
2k

2 R n Q; contradiçtie. Deci f� este
injectiv¼a (3p) :

PROBLEMA 4. Consider¼am triunghiul ABC cu vârfurile de a�xe a; b; c; cu jaj = jbj = jcj = R:
În¼aļtimea dus¼a din vârful A intersecteaz¼a cercul circumscris triunghiului în punctul D; de a�x d:

a) Exprima̧ti d în funçtie de a; b; c;

b) Fie mu̧timeaRn =

�
zk = R

�
cos

2k�

n
+ i sin

2k�

n

����� 0 � k � n� 1� ; unde n � 5 este impar
şi �e k; j; l 2 f0; 1; : : : ; n � 1g �xate, dou¼a câte dou¼a distincte, astfel încât a = zk; b = zj;
c = zl: Este posibil ca d s¼a �e element al muļtimii Rn? Justi�ca̧ti r¼aspunsul.

Barem de corectare.

a) AD?BC , a� d
b� c 2 iR� , a� d

b� c =
d� a
b� c

: Rezult¼a
a� d
b� c =

a� d
b� c

�
� bc
ad

�
: Avem

ad = �bc) d = �bc
a
(3p) :

b) Presupunem c¼a d 2 Rn; din a) avem d = �zjzl
zk

= �zj+l�k (1p) :

Demonstr¼am c¼a dac¼a n este impar şi z 2 Rn; atunci �z =2 Rn:

Dac¼a z 2 Rn exist¼a m 2 f0; 1; : : : ; n � 1g astfel încât z = R
�
cos

2m�

n
+ i sin

2m�

n

�
; deci

�z = R
�
cos

�
2m�

n
+ �

�
+ i sin

�
2m�

n
+ �

��
: Rezult¼a �z 2 Rn , 9p 2 f0; 1; : : : ; n�1g;

astfel încât 2m� + n� = 2p� şi n este par (3p).

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.


