OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 16.02.2019
BAREM DE CORECTARE - Clasa a X — a

PROBLEMA 1.
y .3 5
a) Sa se arate ca 3 < log, 3 < 3
b) S& se determine numarul natural n pentru care n < log, 3 + logs 4 + log, 6 + logg 8 < n + 1.

Barem de corectare.

a) Verificare (1p);

b) Aplicim inegalitatea mediilor si avem

log, 3 + logz 4 + log, 6 + logs 8 > 4/log, 3 - logz 4 - log, 6 - logs 8 =4v/3 >5  (3p).

+x 3
1 log.8 =
31 1086 1+ 2

3 5 2
Daca z = log, 3, atunci 2 <z < 3 Cum logs4 = —, log, 6 =
x

1+z 3 83
v = Decin = .
5 +1 < B <6.Decin=5 (3p)

Y

2
rezultd ca = + — +
T

PROBLEMA 2. Determinati numerele reale a < 1 si b > 0, pentru care ecuatia

2 4+b+1
224+ b

vVa+x+a—x=

are solutii reale.
Barem de corectare.

2
. 9 xr*+b+1
Pentru orice numar real x, —— = V22 + b+

1
Va2 +b 24 b
Avem a+z + /a—x > 2, de unde rezultd /a +x > 2 — /a — x. Ridicim la cub si
notdm /a —x = t. Deducem c& t*> — 2t + 1—a < 0, deci (t—1)* < a?);l si astfel se
impunea > 1 (3p).

>2 (3p).

Din ipoteza, obtinem caa =1, t =1, 2=0,b=1 (1p).

PROBLEMA 3. Consideram familia de functii f, : N — I', f, (n) = cosna + isinna, unde
acRsil'={z€C||z|=1}.
a) Demonstrati ca f,, nu este surjectiva, pentru nicio valoare reald a lui «;

b) Demonstrati ca oricare ar fi m € N*, exista o € R, astfel incat imaginea functiei f, sa aiba
b )

m elemente;

c) Demonstrati ca oricare ar fi @ € R, functia f, este sau injectiva sau periodica.



Barem de corectare.

a)

Evident, fy nu este surjectiva. Presupunem ca exista o € R*, astfel incat f, sa fie surjectiva.
Rezultd ca V 8 € R, 3 n € N, astfel incat f, (n) = cosf + isin 3, deci cosna + isinna =
cos S+ isinf < na = [+ 2knw, k € Z. Pentru = 0, exista ng € N, astfel incat nga = 2k,
k € Z. Rezultd na = 3+ nga, adica n —ng = é € 7,V B € R, contradictie. Deci f, nu este
surjectivd pentru nicio valoare reald a lui « (%p) :

Pentru m € N*, exista a € R, si anume o = 2—7T, astfel ca

Im f,, = {1, cosa +isina, cos2a + isin2a, m ,cos(m—1)a+isin(m—1)a} (2p).
fa(n1) = fa(ng) = cosnja + isinnja = cosnga + isinnga = nja = nga + 2km =
(n1 —ng) a = 2km

Dacad o = 0, atunci fo (n) =1 si f este periodicd. Daca a # 0 si k = 0 rezultd n; = ng i fo
este injectiva.

ny—n T T
Daca o # 0 g1 k # 0, rezulta : o7 2=~ Dacd — € Q, atunci f, este periodica cu perioada
Q Q@

ny —na

2k

2
principalad T = T Daci L e R \ Q atunci € R\ Q, contradictie. Deci f, este
« o

injectiva (3p).

PROBLEMA 4. Consideram triunghiul ABC' cu varfurile de afixe a, b, ¢, cu |a| = |b] = |¢| = R.

Inaltimea dusa din varful A intersecteaza cercul circumscris triunghiului in punctul D, de afix d.

2)
b)

Exprimati d in functie de a, b, ¢;

2k 2k
Fie mutimea R,, = { =R (cos o + ¢ sin —W)
n n

0<k<n-— 1},unden > 5 este impar
sifie k,j,0 € {0,1,...,n — 1} fixate, doud cate doua distincte, astfel incat a = 2, b = z;,

¢ = z. Este posibil ca d sa fie element al multimii R,,? Justificati raspunsul.

Barem de corectare.

2)

ADLBC & “=% cirr o 920 _ 970 R 929 — 2202 pvem
b—rc b—c b—¢ b—rc b—rc ad
b
ad = —bc=d=——- (3p).
a
Presupunem ci d € R,; din a) avem d = L —zjyi—r (1p).
2k

Demonstram cd dacd n este impar gi z € R,,, atunci —z ¢ R,,.

2mm 2mm
Daca z € R, existd m € {0,1,...,n — 1} astfel incat z = R ( cos + isin ) , deci
n n

2 2
—z2=R (cos (ﬂ +7T> + 7sin (ﬂ —i—7r)) .Rezultd —2 € R, & Ip € {0,1,...,n—1},
n n
astfel incat 2mm + nm = 2pr si n este par (3p).

' Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;

2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



