OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 10.02. 2024
BAREM DE CORECTARE - Clasa a X — a

PROBLEMA 1. Sa se arate cd daca u gi v sunt doud numere complexe, astfel incat |u| = |v] si

2 |lu+v| > |u+3v|, atunci u = v.

Barem de corectare. Evident, u =0 v =0. ... ..ot (1p)
Dacd u,v € C*, atunci daca notam z = E, relatile din enunt se scriu |z| =181 2+ |z + 1| > |z + 3.
Avem2-|z+1|2|z+3|(:)4-|z+1|202|z+3|2 .......................................... (2p)
sau, echivalent 4-(z + 1) (z + 1) > (¢ +3) (2 +3) @4 (|2 + (2 +2) +1) > |2’ +3(z +2)+9 &
4((z+2)+2)>3:2+2)+10e2+Z2>2 Rez > 1o (3p)
de unde, deoarece |z| =1, se obtine cd z = 1, adicd u = v. ..ot (1p)

PROBLEMA 2. Si se arate ca dacd n € N* iar a,b,c € (0,1) sau a,b,c € (1,+00), atunci

1 . 1 + 1 S 3
log, (bc™)  log, (ca™) = log.(ab®) — n+1

Barem de corectare. Notam A = log,a, B = log,b, C = log,c, unde z € (0,1), daca

a,b,c € (0,1) sau x € (1,+00), dacd a,b,c € (1,400). Astfel A,B,C>0.................. (1p)
1
Daca notam E = + + , atunci din inegalitatea lui Titu Andreescu obtinem
log, bc™  log, ca™ = log, ab™
A B C
B = e
nC’+B+nA—|—C+nB+A (3p)
A2 B> C? (A4 B+ C)?
= + + > ... (2p)
nAC + AB  nAB+ BC nBC+ AC ~— (n+1)(AB+ AC + BC)
1 A%+ B+ C? 3
= 2 > 1
n+1<AB+AC’+BC+ )_n—i—l (1p)

PROBLEMA 3. Fie M CR, M # {0} si f: M — M o functie bijectiva cu proprietatea ca
f@)+ftz)=2, VxeM.

a) S4 se arate cd M este o multime simetrica si ca functia f este impara;

b) Si se dea un exemplu de functie cu aceste proprietiti.

Nota. O multime M C R se numeste simetrica, dacd are loc © € M < —x € M.x



Barem de corectare.

a) Fie 2 € M. Din relatia datd, inlocuind z cu f (x), rezultd c¢a (f o f) (z) + 2 = f(x). .(2p)

Dar, cum f (z) =z — f~" (z), se obtine ci (f o f) (z) + f7' (z) = 0= (fo fo f)(x) + 2 =

0= —x=(fofof)(z) € M. (2p)
Din (fo fo f)(x) = —wavem (fo fofof)(z)=—f(z)= f((fofof)(x)) =—f(z)=
F () = = () e e (2p)

b) De exemplu, functia f: M — M, unde M = {0,£1,+2 43}, definita prin

T -3 —2 —1 0 1 2 3
flz) -2 1 -3 0 3 -1 2
satisface cerintele problemei. .. ... ... i (1p)

PROBLEMA 4. Se considera patrulaterul convex ABCD, mijloacele M, N,P si () ale
segmentelor AB, BC', C'D, respectiv AD si punctele E, F,G si H situate pe segmentele AN,

FA FB GC HD
BP, CQ, respectiv DM, astfel incat N - FP - e = HM;

a) Sa se arate ca EFGH este paralelogram daca si numai dacd ABCD este paralelogram;

b) S& se demonstreze ca daca diagonalele patrulaterului ABCD sunt congruente si

perpendiculare, atunci G | FH.

Barem de corectare. Fie z, afixul punctului A, 2z afixul punctului B, s.a.m.d.

Cum M, N, P si  sunt mijloacele segmentelor AB, BC', C'D, respectiv AD, avem z,; = A —g ZB,
ZN:ZB+ZC,zp:ZC+ZD,zQ:ZA+ZD. .............................................. (2p)
2 2 2
Dack notam EA _ FB _ GC _ HD . atundi 2p — Za+ k- 2y _ 224+ k- (2B + 20)
EN FP GQ HM ’ k+1 2(k+1) ’
respectiv o = 2ZB+]{7' (Zc+ZD> e = 2ZC+]€' (ZA+ZD> §i - 2ZD+k'(ZA+ZB).(2p)
2(k+1) ’ 2(k+1) 2(k+1)

a) Folosind aceste relatii, se demonstraza echivalenta zg + 2¢ = 2rp + 2y < 24+ 2¢ = 2B+ 2p,

adica EF'GH este paralelogram daca si numai dacd ABC'D este paralelogram . ... .... (1p)
b) Daca diagonalele patrulaterului ABC' D sunt congruente si perpendiculare, atunci O A
ZD — ZB
RE — RG

+i, de unde se obtine ca =di,adicA EG L FH. ..., (2p).

ZF —RH

' Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



