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Etapa local¼a - 10. 02. 2024

BAREM DE CORECTARE - Clasa a X � a

PROBLEMA 1. S¼a se arate c¼a dac¼a u şi v sunt dou¼a numere complexe, astfel încât juj = jvj şi
2 � ju+ vj � ju+ 3vj ; atunci u = v:

Barem de corectare. Evident, u = 0, v = 0: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Dac¼a u; v 2 C�; atunci dac¼a not¼am z = u

v
; rela̧tile din enuņt se scriu jzj = 1 şi 2 � jz + 1j � jz + 3j :

Avem 2 � jz + 1j � jz + 3j , 4 � jz + 1j2 � jz + 3j2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)
sau, echivalent 4�(z + 1)

�
z + 1

�
� (z + 3)

�
z + 3

�
, 4

�
jzj2 + (z + z) + 1

�
� jzj2+3 (z + z)+9,

4 ((z + z) + 2) � 3 (z + z) + 10, z + z � 2, Re z � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(3p)
de unde, deoarece jzj = 1; se ob̧tine c¼a z = 1; adic¼a u = v: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

PROBLEMA 2. S¼a se arate c¼a dac¼a n 2 N�; iar a; b; c 2 (0; 1) sau a; b; c 2 (1;+1) ; atunci

1

loga (bc
n)
+

1

logb (ca
n)
+

1

logc (ab
n)
� 3

n+ 1
:

Barem de corectare. Not¼am A = logx a; B = logx b; C = logx c; unde x 2 (0; 1) ; dac¼a

a; b; c 2 (0; 1) sau x 2 (1;+1) ; dac¼a a; b; c 2 (1;+1) : Astfel A;B;C > 0: . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Dac¼a not¼am E =
1

loga bc
n
+

1

logb ca
n
+

1

logc ab
n
; atunci din inegalitatea lui Titu Andreescu ob̧tinem

E =
A

nC +B
+

B

nA+ C
+

C

nB + A
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

=
A2

nAC + AB
+

B2

nAB +BC
+

C2

nBC + AC
� (A+B + C)2

(n+ 1) (AB + AC +BC)
. . . . . . . . . . . . . (2p)

=
1

n+ 1

�
A2 +B2 + C2

AB + AC +BC
+ 2

�
� 3

n+ 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

PROBLEMA 3. Fie M � R; M 6= f0g şi f :M !M o funçtie bijectiv¼a cu proprietatea c¼a

f (x) + f�1 (x) = x; 8 x 2M:

a) S¼a se arate c¼a M este o muļtime simetric¼a şi c¼a funçtia f este impar¼a;

b) S¼a se dea un exemplu de funçtie cu aceste propriet¼a̧ti.

Not¼a. O mulţime M � R se numeşte simetric¼a, dac¼a are loc x 2M , �x 2M:x



Barem de corectare.

a) Fie x 2M: Din rela̧tia dat¼a, înlocuind x cu f (x) ; rezult¼a c¼a (f � f) (x) + x = f (x) : . (2p)

Dar, cum f (x) = x� f�1 (x) ; se ob̧tine c¼a (f � f) (x) + f�1 (x) = 0) (f � f � f) (x) + x =
0) �x = (f � f � f) (x) 2M . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Din (f � f � f) (x) = �x avem (f � f � f � f) (x) = �f (x)) f ((f � f � f) (x)) = �f (x))
f (�x) = �f (x) : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

b) De exemplu, funçtia f :M !M; unde M = f0;�1;�2;�3g ; de�nit¼a prin

x �3 �2 �1 0 1 2 3

f (x) �2 1 �3 0 3 �1 2

satisface ceriņtele problemei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

PROBLEMA 4. Se consider¼a patrulaterul convex ABCD, mijloacele M;N;P şi Q ale

segmentelor AB, BC, CD, respectiv AD şi punctele E;F;G şi H situate pe segmentele AN ,

BP , CQ, respectiv DM , astfel încât
EA

EN
=
FB

FP
=
GC

GQ
=
HD

HM
;

a) S¼a se arate c¼a EFGH este paralelogram dac¼a şi numai dac¼a ABCD este paralelogram;

b) S¼a se demonstreze c¼a dac¼a diagonalele patrulaterului ABCD sunt congruente şi

perpendiculare, atunci EG ? FH.

Barem de corectare. Fie zA a�xul punctului A; zB a�xul punctului B; ş.a.m.d.

CumM;N;P şi Q sunt mijloacele segmentelor AB, BC, CD, respectiv AD; avem zM =
zA + zB
2

;

zN =
zB + zC
2

; zP =
zC + zD
2

; zQ =
zA + zD
2

: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Dac¼a not¼am
EA

EN
=
FB

FP
=
GC

GQ
=
HD

HM
= k; atunci zE =

zA + k � zN
k + 1

=
2zA + k � (zB + zC)

2 (k + 1)
;

respectiv zF =
2zB + k � (zC + zD)

2 (k + 1)
; zG =

2zC + k � (zA + zD)
2 (k + 1)

şi zH =
2zD + k � (zA + zB)

2 (k + 1)
:(2p)

a) Folosind aceste rela̧tii, se demonstraz¼a echivaleņta zE + zG = zF + zH , zA+ zC = zB + zD;

adic¼a EFGH este paralelogram dac¼a şi numai dac¼a ABCD este paralelogram . . . . . . . . (1p)

b) Dac¼a diagonalele patrulaterului ABCD sunt congruente şi perpendiculare, atunci
zC � zA
zD � zB

=

�i; de unde se ob̧tine c¼a zE � zG
zF � zH

= �i; adic¼a EG ? FH: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(2p).

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.


