MINISTERUL EDUCATIEI §1 CERCETARII INSPECTORATUL SCOTAR
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OLIMPIADA DE MATEMATICA

ETAPA LOCALA - 23FEBRUARIE 2020

Clasa a V-a

Problema 1. Determinati numerele naturale de forma abcd pentru care:
a®=a+2b+3c+4d.

Daniel Stretcu, Drobeta-Turnu Severin, G.M. nr. 12/2019

Solutie:
Dina, b, c, d cifre obtinemca a+ 2b+3c+4d <9+ 18+ 27 + 36
DECT A% S 90, . ettt 2p
Pentru a = 4 obtinem a® = 2567(falS) .....c.ouininiii i Ip
Pentru a=3 obtinem 24 = 2b + 3c + 4d , de unde:

sau d=6, b=c=0;

Sau d=5, b=2 si c=0;
sau d=4, b=4, c=0;saud=4, b=1, c=2;
sau d=3, b=6, c=0; sau d=3, b=3, ¢=0;sau d=3, b=0, c=4;
sau d=2, b=8,c=0; sau d=2, b=>5, c=2;sau d=2,
sau d=1, b=7, c=2;sau d=1, b=4, c=4;sau d=1,
Pentru a=2 obtinem 2 = 2b + 3¢ + 4d , de unde b=1, c=d=0;
Pentru a=1 obtinem 0 = 2b + 3c + 4d ,de unde b=c=d=10;.............cceciiiiriiins. ..3p

abcd € {3006,3205, 3404, 3124, 3603, 3303, 3043, 3802, 3522, 3242, 3721, 3441,3161, 2100,1000} ...1p

Problema 2. Fie numirul N =2*""*.5%" +10°".5? —6-20" -5", unde n este numdr natural.
a) Aratati ca N nu este patrat perfect, pentru nicio valoare a lui n.
b) Scrieti numarul N ca suma a trei patrate perfecte.
prof. Gabriela lonica, Slatina

Solutie:

a) Descompunerea lui N in produs de factori primi folosind proprietitile puterilor si factorul comun: N = 22 - 2% -
52 4 (2:5)2™-52 — 6+ (22 5) 5™ e Ip

N =22n.2%.520 4 221 . 52N . 52 _ 6. 220 . B GR e Ip

N =22".521(2% + 52 — 6) = 102" - 35 Ip

Din 7 divide pe N, dar 7% nu divide pe N, deducem ci N nu poate fi patrat perfect ............. 2p

b) Scrierea lui N ca suma a trei patrate perfecte:10%™ + 102" - 32 + 102" -52............... 2p
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Problema 3. Bunicul Tmparte nepotilor 48 batoane de
ciocolata din 14 pachete care au cite doud, trei sau patru batoane de ciocolatd. Stiind ca
numarul pachetelor cu patru batoane este cu 4 mai mare decét cel al pachetelor cu trei
batoane, aflati numarul pachetelor din fiecare categorie.

prof. Steluta Dan, Slatina

Solutie:

Inlocuind pachetele cu cate patru batoane cu pachete de cate trei batoane, se ,.pierd” 4 batoane de ciocolata
AN CRIE 48 .. e b b et h bt bRt R ettt bbb 2p
Asadar, in 14 pachete cu cate doud sau cate trei batoane se afla in total 44 de batoane ...........cccceveeneeene 1p
Presupunand ca toate pachetele ar avea cate trei batoane, in total am avea 14-3=42 de batoane .......... 1p
Diferenta 44 —42 =2 provine din pachetele care au cite doud batoane (si nu trei, aga cum am presupus),
deci bunicul avea 2 pachete cu cate dOUA DAtOANE ......ccvevviiiiiiiiiiieiiiii e 1p

Sunt 12 batoane cu céte trei si patru batoane si, cum numarul pachetelor cu patru batoane este cu 4 mai
mare decéat cel al pachetelor cu trei batoane, rezulta ca bunicul avea 4 pachete de cate trei batoane si 8
pachete de CAte PArU DALOANE ........c.ccviiiiiiiie ittt e et e st e et e s beere e besaeeseenre e 2p

Problema 4. Determinati suma tuturor resturilor impartirilor a 100 de numere naturale consecutive la
19,stiind ca cel mai mic numar dintre cele 100 de numere se imparte exact la 19.
prof. Gabriela lonica, Slatina

Solutie:

Resturile impartirii primelor 19 numere consecutive la 19 vor fi numerele de la 0 la 18, pentru care suma
o] (0 O SRR RR PRI 2p
De la 1 la 100 numere vom avea 5 grupe de cate 19 numere consecutive(pentru care suma resturilor
impartirii la 19 este 5- 171=855) si Inca 5 numere pentru care suma resturilor va fi 0+1+2+3+4............. 3p
In total, suma resturilor impartirii celor 100 numere 1a 19 Va fi 865...........ccccovevevrveeresreresseereseeeerieeins 2p

Str. Ecaterina Teodoroiu, nr. 8B, Slatina, 230015, jud. Olt

Str. General Berthelot, nr. 28-30 E/mail ISJ): secretariat@isjolt.ot.edu.ro

sector 1, 010168, Bucuresti Tel: +40 (249) 41 09 27
Tel: +40(21) 405 62 00 Fax: +40 (249) 41 28 01
+40 (21) 405 63 00 .

www.isjolt.ro

www.edu.ro


http://www.edu.ro/
http://www.isjolt.ro/

MINISTERUL EDUCATIEI §1 CERCETARII INSPECTORATUL SCOTAR
JUDETEAN OLT

HOL,

oot &

R a 5,
o /

Fx Al
(2
OLaR Ju0%"

OLIMPIADA DE MATEMATICA
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Clasaa Vl-a

Problema 1. Determinati numarul natural n de forma n=3%-5", unde a,beN, stiind cd numarul 3n are
cu patru divizori mai multi decat are n, iar numarul 5n are cu cinci divizori mai multi decat n.

prof- luliana Trascd, Scornicesti

@)Numarul N are (a+1)(0+1) dIVIZOM.........vrrrirriricees s 1p
Numarul 3n are (@ +2)(D+1) QiVIZOMi. ... 1p
Numirul 50 are (@ +1)(D+2) dIVIZOTi........corverrrrieririssesis e 1p
Conform conditiilor din enunt(@+1)(b+1)+4=(a+2)(D+1) ccooorrrrnrrrrirrrrirrreerie, 1p
(B+L)(DH1)+5=(A+1)(D+2) cooreeererrrreereirereseeeers e 1p
ODBLINEIN =4, D73t 2p

Problema 2. Numerele naturale nenule a, b, ¢ si d sunt invers proportionale cu numerele:

2020 2020 2020 . 2020
, : , respectiv —— .
2019a+b 2019b+c 2019c+d 2019d +a
(a+b+c+d)*

este patrat perfect.

Aratati ca numarul

(abcd )*™

prof- luliana Trascd, Scornicesti

2020a 2020b _ 2020c 2020d 2020(a+b+c+d) B

= = = = =1 3
2019a+b 2019+c 2019c+d 2019d +a 2020(a+b+c+d) P
Do I T o o o OSSPSR 2p
a+b+c+d)™  (4a)™ 4Hwa2 2
( 504) - ( )504 P (41010 a’ ) ............................................................. 2
(abed ) (a%) a P
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Problema 3. Trei unghiuri formate n jurul punctului O au masurile X, Yy, Z (exprimate in grade). Daca X si
y sunt direct proportionale cu 2 si 3, iar Y si z sunt invers proportionale cu 0,1(6) si 0,2,
determinati:
a) masurile X, Y, z ale celor trei unghiuri;
b) masura unghiului dintre bisectoarea unghiului de mésura X si bisectoarea unghiului de

masurd Y.
prof. Florin Rigca, Slatina
Se obtine cég = % = k si, deci x=2k, iar y=3k 1p
1 1
y =2z 1p
A . . . k z . . 5k
Inlocuim y cu 3k si obtinem S =z deci z = Y 1p
Suma unghiurilor este 360° si atunci:
2k + 3k +2° = 360° i deci k = 48° 2p
x =96y =144%si z = 120° 1p
. . . o < 960 +1449 0
Unghiul dintre bisectoarele unghiurilor cerute are masura — = 120° 1p

Problema 4. Numerele naturale nenule asib verifica relatiile:
70 b 10 a 9
S<-<—<—<-.
3a+b° 3 7 8 5

Calculati4a + 5Db.
prof. luliana Trascd, Scornicesti
Avem Q<E<g:>?<a<7—52,aeN:>ae{12,13,14} (1) oo 2p
beil 23,4
.70 b 10 210 o . |Pet }
si S<-<—= s<b<—,beN =17 210 = 2p
3a+b° 3 7 3a+b 7 ———<b
3a+b’
A 210 o .
Pentru b e {1,2,3} tindnd cont de T b = nu se verificd relatia (1), ....ocooovveveverriereienne, 1p
+
b=4=a> ? >12,ae N, folosind relatia (1)=> a € {13,14} ........ccccovvirinriniinriniinscinis 1p
(a,b) €{(13,4),(14,4)} = 42 +5D € {72, 76} ......ciioesrrrrrrrreeisssssrrreress 1p
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ETAPA LOCALA - 23 FEBRUARIE 2020

Clasaa Vll-a

Problemal. a)Fie a= §+3+E+...+&— 1+1+1+...+i .
7 14 21 784 2 3 112
Aratati ca a este numar natural, patrat perfect.

b) Stiind ca 123abc este patrat perfect, calculati v123abc .

§+3+E+~-+2—(1+3+3+~-~+L):3+1+3+ ..... 1 2p

7 14 21 784 2 3 112 7 7 7 7 7

Deci V16=4 patrat perfect s s 1p
351< v 123abc <352, deci 123aBC € {351%,3522} ..o 2p
3512 = 123201, 3522 = 123904, deci abc € {201,904} .vovveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 2p

Problema 2. Aflati numerele naturale ab, cd si ef care verifica simultan conditiile ab+ef =4-cd si

ab = \/cdef .

Notim cu x=ab ,y=cd si z=ef

Relatiile din enunt devin 4y=x+z, x=,/100y + z, X,¥,Z € {10, ....99. Jo.ceiiririeiiirrrerer e 1p
Obtinem x2=100y + z, deCi X2 4+ x = 104Y = 8 -13Y  ccooicvrieireeese e 1p
Cum 8/x(x+1) rezulta 8/x sau 8/x+1.
Din 13/x(x+1) deducem ca 13/ X SaU L3/X+L it e 1p
Avem cazurile
a) 8/xsi 13/x Rezultd x=81 si x=13s.Atunci 104 /X,falS.........ccccoriiriiiiiiiiee e 1p
b) 8/xsi 13/x+1 Atunci x=8I si x=13s-1. Obtinem 13s-8I=1, 13s-81=65-64 ,13(s-5)=8(I-8).Rezulta ca
8/5-5.Cum 13s-1<99,deci s<7,deducem ca s=5.0btinem x=64,y=40 $i z=96...........ccecererererene. Ip
c) 8/x+1 si13/x.Avem x=8I-1 si x=13s.Rezultd 13s-8l=-1, 13s-81=-65+64 , 13(s+5)=8(I+8).Deducem
ca 8/s+5 si cum s<7,rezultd s=3,deci x=39.De aici y=15 $1 Z=2 L ....cccecvevrirvncrincrcreceerennenne , 1p
d) 8/x+1si13/x+1.Atunci rezultd ca 104/X+1 falS.....ccccooiiiiiiiiiiie e e 1p

Deci solutiile sunt (64,40,96) si (39,15,21)

Problema 3. 1n triunghiul ascutitunghicABC, cu A=60°,se noteazi cu M mijlocul laturii BCsi se
construiesc BD L. AC, CE L. AB,unde De AC, E € AB.
Aratati ca triunghiul DEMeste echilateral.
Anca Mariana Céarcu siloan Tebies, Nasaud, G.M. nr. 10/2019
Notam <DBM=a si <ECM=f
INABEC dreptunghic in E,EM mediana, obtinem

EM:% =BM adici ABEM este isoscel, ¥MEB = <EBM(30°+ ) si <EMB=120" — 2a ............ 2p
INABDC dreptunghic in D,DM mediana , obtinem
DM:% =MC adici ADMC este isoscel, *MDC = «<MCD(30°+ ) si «DMC=120" — 2p.............. 2p

«EMD=180"-<EMB — «DMC = 60" si cum ME:DM:% rezultd cd ADEM este echilateral....3p

Problema 4. Fie ABCD unpatrulater cu AB || DC sicu diagonalele perpendiculare.
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moolnn Juaé‘b‘-
a)Aratatica AB+DC <AD +BC.
b)Daca,in plus, DB este bisectoarea unghiului ADC,demonstrati ca ABCD este romb.

a) Fie {0} =AC NBD si EF linie mijlocie in trapez.
AUNCi EF="225 0B= 22 OF= 25 2p
In triunghiul OEF,EF< OE+OF rezultd AB+DC<ADHBC.........oouuiiiiiireriiinnnernsnsssssssssssssssssssssssses 1p
b) In triunghiul ADC,DO este inaltime si bisectoare,deci AD=DC..........ccccecvrrirrrerrerererrerrernnenes Ip
Deoarece «BDC=<ADB si «BDC=«ABD(alterne interne) rezultda xABD = «ADB, deci
AABD este iSOSCEl CU DAZA BD........ccoouiiiiiiieeiiiieit e s 2p

Ca urmare, AB=DC si ABIIDC ceea ce implica ABCD paralelogram cu AD=DC,deci ABCD romb...1p
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ETAPA LOCALA - 23 FEBRUARIE 2020

Clasaa Vlll-a

n*+2n*-n?-2n

Problema 1. Demonstrati ca F(n)= 24 este numar natural, pentru orice numar natural n.
[#%%]
An)=n*+2n*—n?-2n=m—-Dn(n+ DN+ 2) .............2pC.
24=3- 8 5i (3:8)=1 51 22 € N =>3/A(1) i 8/A(N).....oovvvorernnnn Ipc.
Dinn € {3k,3k + 1,3k + 2,k EN}Si3/A(M).ceieiiiiiii 2 pc.
Dinn € {4k, 4k + 1,4k + 2,4k + 3,k € N} si 8/A(n)........cenen... 2 pc.

Problema 2. Fie numerele reale a,,a,,a,,...,a,,, >0 astfel incat:

a1\/g+a2\/g+asx/g+ 018 H2019 azom\/— a1+az+a3+ +a2019.

a+l a+l a+l = ay,+l a2019+1
Calculatia, +a, +a; +...+ &,y -

Catalin Cristea,Craiova, G.M. nr. 11/2019

. . . +1 1
Dina; > 0si1>0si My <Mgavem : al-1<a1 <= >C:/:1<5
1
. . . . a Vaja; _ 1 a;+ +
Daca inmultim relatia cu /a; - @, > 0 obtinem ;‘ia_lz < IR g - So2=m 2 avand
1
egalitate pentru a; = ..., 4 pc.
Scrierea analoaga a relatiilor..............ooviiiiii i 1 pc.
a
Efectuarea sumei si obtinerea relatiei — ‘/_ 0203 | O5 A, | Gaorsfazons, Taoro i
a2+1 a3+1 a2018+1 a2019+1

as +a; +asz +---+.az9019

2

..1 pc.

Trecerea la egalitatea data in ipoteza si concluzia:

a1:a2:a3:“'

a2019 == 1, de Unde a1 + az + - ..a2019 = 20191 pC.
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Problema 3. Fie VABCD o piramida patrulatera regulata de inaltimeVO =6 cm.

a) Daca triunghiurile

VBC si VAC au arii egale, aratati ca AB=12cm.

b) DacaQ este mijlocul lui [AO] si DQ N AB={T}, determinati masura unghiului dintre
dreapta VT si planul (VAC).

VOL (ABC) =>V0 L AC => Ayyc =
ABVM _ VO-AC .
2

Din Aypc = Ayac =>

prof. Nicolae Bivol,Corabia

AB'VM
2

VO-AC
2
—— SLAC = ABV2 =>VM =VOV2 = 6V2 cm.

In AVOM, 40 = 90°,0M? = VM? —V0? =>0M = 6cm => AB = 12 cm.....3pc.
Determinarea prin orice metoda a relatiei TB=2TA...............ccooiviiiinnn.. 1 pc.

Din ABCD patrat=> OB
BO => OB 1 (VAC).....

1 AC, iar din VABCD piramida regulataVO_L (ABC) => V0 L

Construim TNJl OB, N € [AO] => TN L (VAC) => [VN] este proiectia lui [VT] pe

(VAC) =>m(aVT,(VAC)) = m(ZVT,VN) = m(ZTVN)...ccoieeiriiiiiinininnnn 1 pc.
Calculul unghiului : tgATVN:g ......................................................... 1 pc.

Problema 4. Fie ABCDA'B'C'D'o

prisma patrulatera regulata, cu AB =18 cm. Prin mijloculM al laturii

[BC]se construieste un plan perpendicular pe (AA'C') care intersecteazamuchia [D'C']1in T
simuchia [DC] in P. Masura unghiului dintre dreapta OB' siplanul (ACC') este 30°.
Fie Q un punct pe [CC'] astfel incat perimetrul triunghiului BTQ este minim.CalculatiCQ.

prof. Nicolae Bivol,Corabia

Demonstrarea faptului ca B’O’ L (ACC") de unde [OO’] este proiectia lui[B’O] pe (ACC”),
de unde unghiul dintre B’O si (ACC’) este £4B'00'=30°................... 1 pc.

Calculul Tui OO0 =9V6 CML....ooovniiii e, 1 pc.
Constructia planului perpendicular pe (ACC”), ducand o paralela prin M la DB, cu
demonstratiile necesare pentru punctele de intersectie cu laturile [DC], [D’C’]si [B’C’]
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