
OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 17. 02. 2018

BAREM DE CORECTARE - Clasa a XI � a

PROBLEMA 1. Fie A;B 2 M2(Q) astfel încât det
�p
2A+B

�
= det

�
A+B

p
3
�
= 0.

Demonstra̧ti c¼a:

a) detA =
1

2

�
(trA)2 � tr (A2)

�
;

b) detA = detB;

c) trA � trB = tr (A �B) :

Barem de corectare.

a) Rela̧tia cerut¼a se poate ob̧tine prin calcul direct, sau din Teorema lui Cayley-Hamilton avem

A2 = tr(A) � A� (detA) � I2 ) tr(A2) = tr(A) � tr(A)� 2 � (detA); de unde concluzia. . (2p)

b) Fie A =

0@a b

c d

1A şi B =

0@x y

z t

1A : Din det (p2A+B) = 0 ob̧tinem
(2 � detA+ detB) +

p
2 (at+ xd� bz � yc) = 0 (1)

Deoarece A;B 2M2(Q); rezult¼a c¼a 2 � detA+ detB = 0:. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Analog, detA+ 3 � detB = 0:. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

În concluzie, detA = detB = 0:. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

c) Deoarece tr(AB) = ax+ bz + cy + dt şi trA � trB = ax+ at+ dx+ dt; . . . . . . . . . . . . . . (1p)

iar din rela̧tia (1) avem c¼a at+ dx = bz + cy; ob̧tinem concluzia.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

PROBLEMA 2. Fie A 2 Mn(R); n 2 N; n � 2 astfel încât A2 + A + In = On. A�a̧ti n; ştiind
c¼a det(An + In) = 22016.

Barem de corectare.

Folosind rela̧tia dat¼a ob̧tinem A3 = In , deci detA = 1.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Deci An = In; dac¼a n = 3k; An = A; dac¼a n = 3k + 1 şi An = A2; dac¼a n = 3k + 2. . . . . . (1p)

Dac¼a n = 3k; atunci det(An + In) = det(2In) = 2n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Dac¼a n = 3k + 1; atunci det(An + In) = det(A+ In) = det(�A2) = (�1)n.. . . . . . . . . . . . . . . (1p)
Dac¼a n = 3k + 2; atunci det(An + In) = det(A2 + In) = det(�A) = (�1)n.. . . . . . . . . . . . . . . (1p)
Singurul caz care convine este n = 3k şi deoarece 2016 este divizibil cu 3; avem n = 2016

singura solu̧tie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)



PROBLEMA 3. Fie a 2 (0; 1): De�nim şirul (xn)n�0; prin x0 > 0 şi xn = a2 + a +
p
xn�1 �

2a
p
a+

p
xn�1, n � 1: S¼a se arate c¼a şirul (xn)n�0 este convergent şi s¼a se determine limita sa.

Barem de corectare.

Avem xn =
�p
a+

p
xn�1 � a

�2
> 0 pentru orice n � 1... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

Putem de�ni şirul (yn)n�0; prin yn =
p
xn; n 2 N: Rela̧tia de recureņt¼a devine

y2n = (
p
a+ yn�1 � a)2 şi deoarece yn > 0; pentru orice n � 1, ob̧tinem yn =

p
a+ yn�1 � a,

pentru orice n � 1... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)
Avem (1) yn � yn�1 =

p
a+ yn�1 (1�

p
a+ yn�1) pentru orice n � 1... . . . . . . . . . . . . . (1p)

Avem urm¼atoarele cazuri:

1. dac¼a y0 < 1 � a; atunci (se demonstrez¼a prin induçtie) yn < 1 � a; 8 n 2 N, deci
şirul (yn)n�0 este m¼arginit; Din (1) ob̧tinem c¼a şirul (yn)n�0 este strict cresc¼ator, deci

convergent... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)
2. dac¼a y0 > 1 � a; atunci yn > 1 � a; 8 n 2 N, deci şirul(yn)n�0 este m¼arginit inferior.
Din (1) rezult¼a c¼a şirul (yn)n�0 este strict descresc¼ator, deci convergent.... . . . . . . . .(1p)

3. dac¼a y0 = 1�a; atunci yn = 1�a; 8 n 2 N, deci este convergent, cu limita 1�a:...(1p)

Trecând la limit¼a în rela̧tia de recureņt¼a, ob̧tinem c¼a lim
n!1

yn = 1 � a , de unde rezult¼a c¼a
şirul (xn)n�0 este convergent şi lim

n!1
xn = (1� a)2... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

PROBLEMA 4.

a) A�a̧ti parametrii a; b; c 2 R; a > 0; astfel încât lim
n!1

n
�p
an2 + bn+ c� n� 2

�
= 2018:

b) Calcula̧ti lim
n!1

sin
�
n� 3
p
n3 + 3n2 + 5n� 2

�
.

Barem de corectare.

a) Not¼am L (a; b; c) = lim
n!1

n
�p
an2 + bn+ c� n� 2

�
L (a; b; c) = lim

n!1

n (an2 + bn+ c� (n+ 2)2)p
an2 + bn+ c+ n+ 2

= lim
n!1

(a� 1)n2 + (b� 4)n+ (c� 4)r
a+

b

n
+
c

n2
+ 1 +

2

n

.. . . . (2p)

Deci L (a; b; c) = 2018, a = 1; b = 4 şi c = 4040:.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

b) Dac¼a L = lim
n!1

sin
�
n� 3
p
n3 + 3n2 + 5n� 2

�
; atunci

L = lim
n!1

sin
�
n� 3
p
n3 + 3n2 + 5n� 2� n(n+ 1)�

�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

= lim
n!1

sin
�
n�
�
3
p
n3 + 3n2 + 5n� 2� (n+ 1)

��
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

= lim
n!1

sin

 
n (2n� 3)��

3
p
n3 + 3n2 + 5n� 2

�2
+ (n+ 1) 3

p
n3 + 3n2 + 5n� 2 + (n+ 1)2

!
. . . . . . (1p)

= sin
2�

3
=

p
3

2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(1p)

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.


