OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 17.02. 2018
BAREM DE CORECTARE - Clasa a XI — a

PROBLEMA 1. Fie A,B € M(Q) astfel incat det (V2A+ B) = det (A+ Bv3) = 0.

Demonstrati ca:
a) det A = % [(tr A)® — tr (42)] ;
b) det A = det B;
c) trA-trB=tr(A-B).

Barem de corectare.

a) Relatia ceruta se poate obtine prin calcul direct, sau din Teorema lui Cayley-Hamilton avem

A2 =1tr(A)- A — (det A) - I = tr(A?) = tr(A) - tr(A) — 2 - (det A), de unde concluzia. . (2p)

b
b) Fie A = ¢ si B= vy . Din det (v/2A + B) = 0 obtinem
t

c d z
(2-det A+ det B) + V2 (at + zd — bz — yc) =0 (1)
Deoarece A, B € My(Q), rezultd cd 2-det A+det B=0...........ocoiiiiiiiiiii... (1p)
Analog, det A+ 3 - det B = 0. oot (1p)
In concluzie, det A = det B = 0.......oooiiii e (1p)
c) Deoarece tr(AB) =ar+bz+cy+dt sitrA-trB=ax+at+de+dt,.............. (1p)
iar din relatia (1) avem ca at + dx = bz + cy, obtinem concluzia.. .................... (1p)

PROBLEMA 2. Fie A € M,,(R), n € N, n > 2 astfel incat A2+ A + I, = O,,. Aflati n, stiind
ca det(A™ + I,,) = 22916,

Barem de corectare.

Folosind relatia data obtinem A% =1, ,decidet A =T1..........cccoiiiiiiiiiiniiiai... (2p)
Deci A" = I,,, dacd n =3k, A" = A, dacan =3k +1gi A" = A? dacin=3k+2. ..... (1p)
Daca n = 3k, atunci det (A" + I,,) = det(21,) = 2" ..ot (1p)
Dacd n = 3k + 1, atunci det(A™ + I,,) = det(A + I,,) = det(—A%) = (=1)"......oooein. (1p)
Dacd n = 3k + 2, atunci det(A" + I,,) = det(A* + I,) = det(—A) = (—1)"......cooin, (1p)



PROBLEMA 3. Fie a € (0,1). Definim sirul (z,,),>0, prin xp > 0 si 2, = a®> + a + /Tn_1 —
2a\/a + \/T,_1, n > 1. Sa se arate cd sirul (z,),>0 este convergent si sd se determine limita sa.

Barem de corectare.

Avem z,, = (w fa+ \/Tp_1 — a)2> Opentruorice 7 > L.t (1p)

Putem defini sirul (yn)n>0, prin v, = +/Zn, n € N. Relatia de recurentd devine
v =(Ja T+ yp_1— a)2 si deoarece y,, > 0, pentru orice n > 1, obtinem y,, = \/a + y,—1 — a,
PENETU OTICE 10 2> Laee ottt et e e e e e e (1p)

Avem (1) vy —Yn-1=+vVa+yn1(1—/a+y, 1) pentruorice n > l................ (1p)

Avem urmatoarele cazuri:
1. dacd yo < 1 — a, atunci (se demonstrezd prin inductie) y, < 1 —a, ¥ n € N, deci
sirul (y,)n>o este marginit; Din (1) obtinem ca sirul (y,),>o este strict crescator, deci

C0) (TS 10 (1p)
2. dacd yp > 1 —a, atunci y, > 1 —a, V n € N, deci sirul(y,)n>0 este marginit inferior.

Din (1) rezulta ca sirul (y,),>0 este strict descrescitor, deci convergent............(

1p)
3. dacd yo = 1 —a, atunci y, = 1 —a, ¥ n € N, deci este convergent, cu limita 1 — a....(1p)
Trecénd la limita in relatia de recurenta, obtinem ca lim y, = 1 — a , de unde rezulta ca

sirul (z,,)n>0 este convergent si im z, = (1 —a)®.....oooiiiiiii i (1p)

PROBLEMA 4.
a) Aflati parametrii a,b,c € R, a > 0, astfel incat lim n (\/an2 +bn+c—n— 2) = 2018.
b) Calculati lim sin (n7r\3/n3 +3n? +5n—2) .

Barem de corectare.

a) Notam L (a,b,c) = lim n (Van? +bn+c—n —2)

n(an® +bn+c— (n+2)?)

(a—l)n2+(b—4)n—|—(c—4)“”

L(a,b,c) = lim = lim . (2p)
n—oo  yan? +bn+c+n+2 n—0oo b ¢ 2
a+—+ ) +1+—
non n
Deci L(a,b,c) =2018 < a=1, b=4g1 ¢ =4040... ..o .ooiiiiiii i (1p)
b) Dacd L = lim sin (n7r\3/n3 + 3n% 4 5n — 2) , atunci
L= lim sin (nmv/n? +3n2+5n—2 —n(n+ 1)) (1p)
= lim sin (nm (VRP+3n2 +5n—2— (n+1))) oo (1p)

= lim sin < n(2n—3) ) ...... (1p)

e (\g/n3+3n2+5n—2)2+(n+1){’/n3+3n2+5n_2+ (n+ 1)2

I Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2QOrice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzitor.



