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Clasa a IX-a
1 - 1] I : :
a) Demonstrati egalitatea [a]+{a+§ = [Za]( identitatea lui Hermite).
b) Rezolvati, in R, ecuatia Ox+2_ | bx+5 = ox+3 .
3 6 4
prof. Calin Popescu
2. 2 2 2
Aratati cd X 2x+5+y 2y+10+z 22417 >18, Vx,y,z €(1,+x).
x-1 y-1 z-1
prof. Calin Popescu
3. . . o 1 . 2
Fie (X,),s un sir definit prin: x, = 78 X +/%, = o vn>1.
- n°+2n

Sa se calculeze suma S, = Z (2k +1)x, sisasearatecd S, <1,VneN".

k=1

prof. Traian Tamiian

4. Fie ABCDE un pentagon convex si punctele P, Q astfel incat CE =3CP si CA= 36@.

Daca M, N sunt respectiv centrele de greutate ale triunghiurilor ABD, BED, sa se arate

ca patrulaterul MNPQ este paralelogram.

Nota: Timp de lucru 3 ore.
Rezolvarea fiecarei probleme este obligatorie.
SUCCES!

prof. Traian Tamiian
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Olimpiada nationala de matematica
etapa locala, 16.02.2019
Clasaa IX-a
barem de corectare
punctaj
1. | a. Demonstrarea identitatii 3p
b. Se substituie a = 3X+1, a+1: 3X+l+1= 6X+5, 2a= Ox+2 :
3 2 3 2 6 3
2p
. . . {3x +1} 5X +3
iar ecuatia devine = .
3 4
Se noteazi 3x+1 :5X+3:k,keZ :>x:M = 12k—4 =k 1p
3 4 5 15
. N ke{-6,-5-4,-3-2} = xe 27 223 19 5l 1
3 3 5'5"5 5 P
2. 2 2 52 2 2 2
- x=1)"+2 Y
x?-2x+5 _(x-1) T S (x-1) 2 \_,
x-1 x-1 x-1 x-1
2 _ ~1)* +3 2 2 2p
y?-2y+10 _(y-1) _y1e s (y-1) ¥ g
y-1 y-1 y-1 y-1
22 -2z+17 (z-1) +4 42 42 2p
= =z-1+——2>2|(z-1) =8
z-1 z-1 z-1 z-1
Prin adunare se obtine inegalitatea ceruta. 1p
3. | Considerand sirul (a,),., definit prin a_ = \/X_n , Vn >1, relatia de recurenta
1 1p
datd devine a,=—si a_,+a, = ,vn>1.
ATy AT, e o
S . 2 1 2 1 1 1
Dand valori lui n obtinem: a, =—-a, =——,8,=——a,=———=——. 1
t T3 M T3 e 2T 6 34 P
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S .. 1 . «
Consideram propozitia P(n):a, = D) ,Vn>1.Cum P(1) este adevarata , presupunand
n(n+
P(n)adevarata, rezulta: 1p
2 2 1 1, 2 1 1 n S
Ay = -a, = - =— - =—-————— sideci
n(n+2) nn+2) nn+l) nn+2 n+l" n (n+)(n+2)
1
a,,=———,Vn>1 1p
(n+)(n+2)
Conform metodei inductiei matematice rezultd ca a, = ,vn>1.
n(n+1)
2p
. . 1
Cum a, :\/X_k1 ‘v’kZl,rezultaca Xk:alf:m,VkZl.
0 no2k+1 4 1
S,=) (k+D)x=) —— 5= =1- <L, VvneN". 1
kZ:ll( X, kz:l:kz(ku) kz;(kz (k+ 1) (n+1)? P
4. | Fie O un punct in plan. Daca M, N sunt respectiv centrele de greutate ale triunghiurilor
ABD, BED rezultd: 3- OM = OA + OB + 0D si 2p
3-ON =OB +OE + 0D
— = = == PE A .
Cum CE =3CP si CA=3CQ rezultda ca — = Q— =2 siatunci
PC QC 2
OP = (O +20C) <> 30P = OE +20C 0Q = +_ (OA+20C) <> 30G = OA+20C
1+2 1+2
3-(W+@):@+@+2@+@+@ 1p
3-(ON +0Q) = OA + OB + 20C +OD + OE 1p
OM +OP =ON +0Q), de unde rezulti ci patrulaterul MNPQ este paralelogram. 1p
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Clasa a 1X-a

1. Saserezolve in R ecuatiile:
a) |x*—2020x+2019+|x—1-2019x 2019 = 2019
b) [x+2017]+{x+2018=[2019+2x], unde prin [a] si {ajam notat partea

intreaga si respectiv partea fractionara a numarului real a.

Prof. Traian Tamiian

2 ax . TP 1 _ T
Sa se determine X, Yy € (0,0) stiind cd xy =1 si — + i Jx+ v

Prof. Traian Tamiian
3. 1. Se considerd functia f: IR — Z, y = f(x), astfel incat y — 2019 x < O si

y—2019x+1=0.
a) Calculati

(2018)
f 2019
b) Rezolvati ecuatia f(x)=1+2+3 +---+ 2019
prof. Pop Marius

4. Fie ABCD un patrulater in care D NAB ={E} si ADnBC={F}, A€ [BE],C € [BF].

Construim  punctele M e (EANE(FC,LPE(FD si Qe (EC  astfel incat

EM FN Fp E . o . A . .
M oIV T _E9 _ | - 0.Demonstrati ci punctele M,N,P si Q sunt varfurile unui
AEB BC AD cD > >

paralelogram.

prof. Farcas Mircea

Nota: Timp de lucru 3 ore.
Rezolvarea fiecdrei probleme este obligatorie.

SUCCES!
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Clasa a IX-a

barem de corectare

punctaj
1. | a) Ecuatia se scrie :|x — 1| - |[x — 2019| + |x — 1| — 2019|x — 2019| — 2019=0 =
2p
lx — 1] - (Jx —2019] + 1) — 2019(|x— 2019|+ 1) =0 =
(lx— 1] — 2019)(lx — 2019| + 1) = 0 = [x — 1| = 2019 = x — 1 € {2019,—2019},
de unde 1p
x € {—2018, 2020}
b) Ecuatia se scrie :
2p
[x] + 2017 4+ {x} = 2019+ [2x] © x + 2017 =2019+ 2x] & x =2+ [2x] &
[2)(+2]:X<:>{:4r£2:4r—|-2*:::;:r-|-1\':h[fli;:f—I-Z*:::1\':’{—25:{*:::—1\':P 1p
xXEZ xEZ x EZ
x € [-2,—1) N £ = x = —2. Mulfimea solutiilor ecuatiei este 5§ = {—2}. 1p
2. . _ o :i . 1 1 Y T
Din xy = 1rezulta v _stavem — + i Jrtye
. — .
1 1 _ 1 Vx| 1
\,m'l'_':-: w|x —|-11:rvm w|x +.r (1) 2p
Y X
Din xy = 1rezultd ca ¥ = 1. In concluzie numerele cerute sunt x = y = 1.
1 . o 1 =
Cumx +-=2,rezultdaca [x +- =2 (2)
x N x 2p
. . « < 1+x =
Din (1) si (2) rezulta ca == V2 (3)
Relatia (3) se scrie echivalent
1+xz2(1+x)=1+x+2yxz2+2x 2021 -2yx+x = (1-x)* = nc:~2x= 1.
p

Cum x = 1verifica ecuatia (1) rezulta ca unica solutie a ecuatiei (1) este x = 1.
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Din xy = 1rezultd ca y = 1. In concluzie numerele cerute sunt x = y = 1. 1p
3. a) v=>2019x—1siy<2019x deci 2019x —1 <y < 2019x 1p
folosindx —1 < [x]=x,VxeRavem 2019x — 1 < f(x) < 2019x si 1
fEL P
rezultd ca f(x) =[2019x] ,Vx eR 1p
Deci
2018 1p
—— | =[2018] = 2018
f (2019) [ ]

20192020

1
FG)=142+3+-+2019rezults f(x) = —2019-1010= |1p

. . 1p
20191010 2019-1010+1
— =L — =

[2019x] = 2019-1010 = S 1p

1010 < x < 1010~ & x€[1010,1010) 1p
2019 2019
4. Avem MQ = ME + EQ = k(BA+ DC) 2p
NP =NF +FP =k(BC+ DA) 2p
Stindcia BA+ DC = BC+ DA ,

p

Rezulta M(Q = NP. Deci MNPQ este paralelogram. 1p
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Clasa a X-a
L. Fie z,,2,,2z, € C cu proprietatea |Zl|=|zz|:|z3|:1 sz, +z,+z,=1.

2019 2019 2019
1 +z, .

+Z3

Sa se calculeze suma z

prof. Koczinger Eva

Aflati n e N* pentru care 3]117xﬁ+38 —{‘/17«/5—38 =4.

prof. Popescu Calin

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log; (1 + 3\/;) =log, ¢/x.
prof. Galambosi Csaba

4. Pe laturile (BC),(CD),(DA),(AB) ale patrulaterului convex ABCD se considerd respectiv
AB BC CD DA
AC BD CA DB
mijloacele segmentelor [A4A4, ],[BB,],[CC,],[DD,], aratati ca MNPQ este paralelogram daca si

punctele 4,,B,,C,,D, astfel incat . Daca M,N,P,Q sunt respectiv

numai dacd ABCD este paralelogram.

prof. Tamfian Traian

Nota: Timp de lucru 3 ore.
Rezolvarea fiecarei probleme este obligatorie.

SUCCES!
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Clasa a X-a
barem de corectare
punctaj
1.
|Z|:13|Z|2:1:>Z-E:]:>E:l 2
z

(zl —1)~(z2 —1)-(23 —l) =Z2,2,2, —(zlz2 +z,z, +zzz3)+

=Z,2,2, -|:1—(i+i+iﬂzzlzzz3-[1—(31 +EZ+EB):|:leZZ3-|:1—Zl +ZZ+Z3:|:0

zZ, Z, z4

Cel putin un factor este 0, de exemplu z, =1, de unde rezultd ca z, +z, =0 = z,=-z, |9

de unde obtinem ca suma cautata este 1.

2. | Se noteazd x = {175 +38 si se observa x ' =175 -38.. 2

. 1 . .
Se obtine x —— =4, cu solutiile x,, :Zi\ﬁ sicum x >0, X=2+\/§. 3
X .
Din «“f17\E+38=2+\E se obtine n=3. 2
3.l log,x=y=>x=2" 2
y
1og{1+23j=1 2
6
y y
56 2
-+ =] =1
5 5
y=6 sol unica=>x=64 1
4. | Notand cu k£ > 0 valoarea comuna a rapoartelor din ipoteza rezulta
L _btke , _ctkd _d+ka , _a+kb 2
Yotk 14k 1+k Y 14k
Cu acestea obtinem:
b+ke d+ka 3
a+a c+c 2T 1+k o+ 1+k
m+p= L+ L= tK 4 tX | deunde
2 2 2 2
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_(a+c)2k+1)+b+d
- 2(1+k)

@

Jrc+kd d+a+kb
b+b, +d+d1 - I+k 14K de unde
2 2 2 2
_(b+dx2k+1y+a+c(2)
2(1+k)

m+p

n+q=

Din relatiile (1) s1(2) rezultd cd MNPQ este paralelogram daca si numai daca
m+p=n+qg<=(a+c)(2k+1)+b+d=(b+d)(2k+1)+a+c 2
S (a+c)2k=(b+d)2k <

a+c=b+d < ABCD este paralelogram.
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Clasa a X-a

1. a) Demonstrati ca pentru orice x,y € (0,00) are loc echivalenta

g X+y _ Ilgx+Ilgy
2 2
b) Demonstrati cd pentru orice x,y e (0,00) are loc echivalenta

X+y=1gx+1gy

& X=y

x> +y’ =2023xy < Ig

45 2
prof. Forgacs Istvan
2. Fie z,z' € C" astfel incat |zz|+zz' #0.
< < . z+zZ . z 7z
Sa se arate cd dacd — - e R, atunci |z =|z/| sau = = =
|ZZ | +ZZ |Z|

prof. Pop Ovidiu
3. Sase rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 2% +15* +30° =3* + 6" +10".
prof. Tamaian Traian

4. Pe laturile AB, BC si CA ale triunghiului ABC se construiesc, in exteriorul triunghiului,
pentagoanele regulate ABDEF, BCGHI si CALKJ. Notdm cu 4;, B; si C; mijloacele segmentelor
FL, DI sirespectiv GJ. Aratati cd triunghiurile ABC si A41B,C au acelasi centru de greutate.

prof. Braica Petru

Nota: Timp de lucru 3 ore.
Rezolvarea fiecarei probleme este obligatorie.

SUCCES!
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Clasa a X-a
barem de corectare
punctaj
L 5 g5 =CE o o Myexty=2/xy e )
(x—y)*=0= x=vy
xty _ lgxtlgy a .,
b lg/—=—7F— = lg == = =lg/xy & (x+y)* =453y 3
x% + y? =2023xy.
2. | Fie Iz'|=r">0 si |z|=r>0, de unde z'zi si ;:’;{ 5
Atun01 ER daca si numai daca =t EHE_? ,
ri+zs' rr +IZE7
i R
. .|._ -2 T
echivalent cu ——= -=—%—, echivalent cu il = EHH. — , echivalent cu
reftes r "+__,. reftes rrizzi+rs e 3
E Z
'z iz zz Pty = it Bt 22 R 2
echivalent cu 2
(r-r’)(zz’+11°)(1r’z-r2’)=0, de unde rezultd concluzia problemei.
3. | Ecuatia se scrie succesiv 15 +30" —10" =3+ 6" - 2" < 1
553" +6"-2)=3"+6'-2"< (5"-D@B +6"-2)=0 (1)
Cazull. 5" -1=0=5"=1<x=0. 2
X X X X X X 3 X 6 X 3 X 3 X
Cazul2. 3" + 6" -2 =03 +6'=2" <> (D) ' +(D)' =l (D) + (D) =1()
2 2 2 1 )
Cum (%)‘1 ( yt== +% =1 rezultd cd x =—1 este solutie a ecuatiei (1)
Vom demonstra ca x =—leste unica solutie.
Dacd x > —1 rezulta ca (E)x + (é)" > (g)’1 + (é)*‘ =1. 1
2 1 2 1
Dacd x <—1 rezulta ca (%)X + (%)X < (E)" + (%)1 =
Rezulta cd x =—1 este solutie a ecuatiei (1). 1
In concluzie multimea solutiilor ecuatiei date este .S = {0,—1}.
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4. | Daca notam afixele punctelor astfel ca A(a), B(b), C(c), D(d), ... As(a;)etc. sia=3n/5,avem |9
f=a+(b—a) (cos(—a)+i-sin(—a)),l=a+(c—a) (cosla) +i-sin(a)),

f+1 blcose —isina) clcosa +isina)
g =—/—=a—acosa +
2 2 2
clcosa —isina) alcosa +isina)
by =b— bcosa + 5 + 5 3

alcosa—isina) blcosa+isina)

g =C— ccosa + +
! 2 2
Avem ay + by + ¢y =a+ b + ¢, de unde rezultd concluzia. 2
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Olimpiada nationala de matematica
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Clasa a XI-a

L. a) Fie ne N*,n>2. Dati exemplu de matrice AE M_(C) astfel incat A* + I, =0,
b) Fie matricele A,BE M, (C) astfel incat (AB)*=(BA)-. Si se arate ci dacid Tr(AB)#0 atunci
AB=BA. Reciproca este adevarata?

prof. Petru Braica
prof. Ovidiu Pop

2. a)Fie AeM,(C). Aritati ci det(4—xI,) =x" —(TrA)x +det A, pentru orice x € C.
b) Daca 4e M,(C)cu Tr4=2 si det 4 =3 demonstrati ca

J3-det(4’ +31,) —\[2-det(4 +1,) =2.

prof. Traian Tamaian

3. 242
Fie (a,),., un sir definit prin a, = V2 s a,, = @ T ,Vne N".
a) Aratati ca sirul (a,),., este monotonsi 1<a, <2, Vne N
b) Calculati lima, si limn(a, —1).
prof. Traian Tamaian
4. 1—cos®
a)Calculati lim ——"—, ke N".
X x

2 n
b)Dacd ne N",calculai lim (I-cosx)(1—-cos” x)-....(1—cos" x)
x—0 Sman+1n(l+x2n)+q/l+x2n _1

prof. Traian Tamdian

Nota: Timp de lucru 3 ore.
Rezolvarea fiecarei probleme este obligatorie.

SUCCES!
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Clasa a XI-a
Barem de corectare
punctaj
1. a) AY=—1, :

Cautam o matrice A=al, , unde o este un numar complex.
Rezultd ci o'=-1 1
Un exemplu de matrice este AZZ—? (1+i)1, 1

_b) Orice matrice X& M,(C) verifica ecuatia X “-Tr(X) X+(det X)- I,=0, (1)
Inlocuind in (1) pe X cu AB, respective BA, avem
(AB)*-Tr(AB)-AB+det (AB) ,=0, (2) 2
(BA)>-Tr(BA)-BA+det (BA)- 1,=0, (3)

Deoarece Tr(AB)=Tr(BA) si det (AB)=det (BA), prin scaderea relatiilor (2) si (3)
obtinem

(AB)?-(BA)*=Tr(AB)(AB-BA)  (4) !
Tinand seama ca (AB)?=(BA4) si Tr(AB)=0, din (4) rezulti ci AB=BA.
Reciproca nu este adevarata.
. (1 0y (0 0 o
De exemplu pentru matricele A= ( 0 ﬂ)’ B—( 0 l} avem ca AB=0,, 1
(AB)*=0,, BA=0, si (BA)?=0,, dar Tr(AB)=0.
2. . a b
a) Fie 4 = e M,(C).Avem
c d
a-x b 5 3
det(4—xI,)= =x"—(a+d)x+ad—bc=
d—x
= x> —(TrA)x +det 4
b) Fie f,(x)=det(4—xI,)=x" —(TrA)x+det 4 =x> —2x+3
Din teorema Hamilton-Cayley rezultd: 4> —24+31, =0, <> A> +31, =24 (1) 2
Din (1) rezultd det(A4” +37,) =det(24) =2° -det A=4-3=12.
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Am aratat cd  det(4”>+31,)=12 (2)
Tot din (1) obtinem: A> +1, =2(A—1,) de unde rezulti
det(4” +1,) =27 -det(A—1,)=2"- f,(1) sicum f,(1)=2 2

obtinem det(4> +1,)=8 (3)
Din (2) si (3) obginem: /3det(4> +31,) —[2-det(4> +1,) =+/3-12 2.8 =6 -4 =2,

3. Z_ -1 -2
a) Pentru Vne N'avem:q,,, —a, :% sa,,, —a,= (@, )3(a” ) 1) 1

Vom demonstra prin inductie matematica propozitia:
P(n):1<a,<2,Vvne N* (2)
Cum P(1) este adevarata, presupunand P(n) adevaratd avem:

2
1
1=1;2ga"3+2§4+2=2,deunderezulté 1<a,,<2,VneN".

Deci P(n)= P(n+1), Vne N'si conform metodei inductiei matematice rezultd ca

P(n)este adevaratda Vne N™.

Din (I)si (2)obtinem a,,,—a,<0,Vne N° i rezulta ca sirul (a,),, este

1
descrescator si deci este i monoton. Din (2) rezultd ca sirul (a,),., este marginit.
b)Conform teoremei lui Weierstrass rezulta ca sirul (a, ) ., este convergent si deci exista
lima, =1 €[1,2].
n—>0
Atunci lima,,, = A sitrecand la limitd in relatia din enunt obtinem: 5
n—>0
) 5 5
A= S A -31+2=0 (A-1)(1—2)=0,de unde rezulta 1 e {1,2}.
Cum (a,),., este descrescator si 4 €{1,2}. rezultdicd A =lima, =1.
Fie L =Ilimn(a, —1).Aplicand teorema Cesaro-Stolz si  folosind (1) rezultd
n—>0
. . ) +1)— . (a,,—D(a, -1
L=limn(a, ~1)=lm—"— =lm— D=7 _ iy @ =@, =D
n—o n—o 1 n—ow 1 _ l n—w0 an _ an+l
a,—1 a,,—1 a, -1 2
. (a,_,—D(a, -1 . (a. -3 (1-1)-3
hm ( n+l )( n ) — hm ( n+l ) — ( ) — 0
n—»o _ (an — 1)(an — 2) n—»o0 2— an 2-1
3
4. . 1-cos*x . (I-cosx)(1+cosx+cos’x+..+cos"" x
a) Avem lim — =1lim ( X > ) = 1
x—0 X x—0 X
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l—cosx l—cosx 2sin’
=lim————-lim(1+ cos x + cos” x +...+ cos"" x)::lim—z-k::hm—zz-k: 1
x—0 X x—0 x—0 X x—0 X
sin—
. 1
—2k-lim(—2) =2k = 1
x>0 X 4 2
. . . pal-cos’x . 2
b)Limita se scrie L =lim COZS 2| al =L L, (D) |1
=0y X 05in®" x+In(1+x>") + {1+ x> —1
n _ k n _ k
Avem L, =lim 1zcos’ x COZS e irn—1 cozs al
x—0 P X Pl x—0 X 1
n !
Folosind rezultatul de la a) rezultd L, = HE = (2)
2 2
x2n
Avem L, =lim =
05in® x+In(1+x*") + {1+ x> —1
1 1 n 1
_ 1 = = 3)
) . nny 1414 2n+1
. sinx,, .. In(I+x™") .. (A+x7")" -1
(Iim ——)*" + lim 5 + lim 5 n
x50 X =0 x x50 x™
. . nl  n
Din (1), (2)st(3)rezultacaL=L, - L, =—- . 1
2" 2n+1
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Clasa a XI-a

1.
Fie A=@ 1JEM2(R) si t,=tr(4"), (VeN".

a) Demonstrati ca ¢,,, =7¢,,, —10t,, (V)neN".

I

b) Calculati lim(t—”nj g .

n—o 5

prof. Galambosi Csaba

2. a)Fie Ae M,(C).Aritati ca det(4—xl,)=x" —(TrA)x +det A, pentru orice x € C.
b) Daci A€ M,(C)cu TrA=2 si det A=3 demonstrati cd det(4* +44° +31,)=96.

prof. Traian Tamdian

3. - (i 1 ] Z 1 9 )
a) Calculati ,}1_1.]; 10 + 1000 + 10000 ot 1g#it+s t 1pn+e t 1o+

e +In*(1++/x) = %1 +sin’x

b) Sa se calculeze lim >

x—0 X
prof. Papp Czier Levente
prof. Traian Tamaian

4. Fie sirul a, = (tg) 45, L ,n € N* si functia f: N* = R,
’ n(n+1l(n+2) 20+: ’ ’
_ mA+E 1
f(]‘lj T onln+n 200 ABE R

a) Determinati A si B astfel incat a, =f(n) — f(n+1),neN*

2 * . 1s L
b) Daca b,=) a,, neN ,calculati lim (b,)™* .
—~ n—+oo

prof. Cziprok Andrei

Nota: Timp de lucru 3 ore.
Rezolvarea fiecdrei probleme este obligatorie.

SUCCES!
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1. | a) Din Cayley-Hamilton = 4> =74 +101, = O, 1
A =74""-104" =¢, ., =7t,,,—10t, 2
b)¢t,.,=7t,,-10t, =t =5"+2" 2
- (1)
Limita ceruta este hm(s—”nj =e 2
2. . a b
a) Fie 4= e M,(C).Avem
c d 3
a-x b 5 5
det(4—-xI,)= p =x"—(a+d)x+ad —bc =x" —(TrA)x+det 4
c —-X
b) Fie f,(x)=det(4—xl,)=x" —(TrA)x+det A =x> —2x+3
Din teorema Hamilton-Cayley rezultd: 4> —=24+31, =0, < A> +31, =24 D |,
Din (1) rezulta det(A4” +31,) =det(24) =2° -det A=4-3=12.
Am ardtatca  det(4’ +31,)=12 (2)
Tot din (1) obtinem: A° +1, =2(A—1,) de unde rezultd
det(4® +1,)=2% -det(4—1,)=2%-1,()
sicum f,(1)=2 obtinem det(4>+1,)=8 (3) 2
Din (2) si (3) obtinem ca
det(A* +4A4° +31,) = det[(A* + 1,)(A* +31,)] =det(A” + 1,) - det(4* +31,) =8-12 = 96.
3. . (2 -10** 11071 4+ 9. 10" + 210"+ 110773 4+ 910" + - 42103 +1- 10+ 9)
lim
n—roc 104?1 +4
2
_ (2-10°(10%" + 10 F 4 -+ 1) + 10(10% + 10" 7* 4+ -4+ 1) 4+ 9(10*" + 10* 7% 4 - + 1)
?}]._I:l 104?: +4
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104?!+4 -1
_(2019-(10*" +10*F 4+ 1)\ (2019 —ae——
?211_13;1: 1Qents - ?}1_?;1: 1Qents
2
(2019 10%7* —1) 0 (2019
= lim | 5995 "o ) T %(2019)
s e 4 L
. ) et —1 . In(1++/x . (1+sin® x)2020—1
Limita se scrie L = im———+ {hm¥} —hm( 2) = 2
=0  x x>0 \/; x>0 X
1 5
. (1+sin’x)220—1 _ (sinx 1 4039
:lne+1—hm( - 2) -lim =2-—=— 1
x>0 sin” x =0\ x 2020 2020
4. a) ap =f(n) - f(n+1)
(n+3)% +3 1 nA+B 1 _ (n+1)A+B 1 1
n(n+1)(n+2) 20+1 an+1) 20 (a+1)(n+2) 20+1
Efectuand operatiile si utilizand metoda coeficientilor nedeterminati obtinem sistemul
- |
A=1s1 B=3 1
bb, =a, + a, +-—-+a, =
1
=f(1) —f(2)+f(2) —f(3)+--+f(n) —f(n+ 1)
a4 n+a 1
(n+1)(n+2) 20+1
lim b, =1 1
T—Coo
T . (nt4m 2"
. na _ 5 ( - n+4 o1 )“2 _ ‘,%E,%G.;ﬂ+1).;n+2}'7n+I 1
il_l.lc}gib“) il_I.ED 1 (n+1)(n+2) 2l ¢ )
1
= 3_5 = Tl_ 1
Ve
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Olimpiada nationala de matematica
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Clasa a XII-a

1. Calculati :

COSX

dx, x € (U, g)

3-sinx—4-cosx+5
prof. Cziprok Andrei, Colegiul National ,,Kdlcsey Ferenc” Satu Mare
2. Sa se determine functia derivabila f:[1,4+90) - R care indeplineste conditiile

xf(x)+x2f'(x)=xlnx+x—l, Vxe[1,+oo) si f(l):O.

prof. Calin Popescu, Colegiul National ,,loan Slavici”, Satu Mare

parctg —— \/_
Se considera sirul (/,),., definit prin/, =0 si/, = I ———dx, YneN,n>2.
X’ +n

2
< . U V4
Sa se calculeze 1,,,, si sd se demonstreze ca lim(vn-1,) = re

n—>0

prof. Traian Tdmiian, Liceul Teoretic Carei
4. Fie (G,) un grup finit, cu un numar impar de elemente. Demonstrati ¢ functia f: G = G,
f(x) = =° este bijectiva.

prof. Mircea Farcas, Colegiul National ,,Mihai Eminescu”, Satu Mare.

Nota: Timp de lucru 3 ore.
Rezolvarea fiecdrei probleme este obligatorie.

SUCCES!
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barem de corectare
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1. COSX d ] ginx
1 = X =
Notam cu F f 3-sinx—4-cosx+5& G ’r 3-sinXx—4-cosx+5 Ip
) 3-cosxt+4-sinx .
Atunci 3F+4G=f , dx =1n |3 sinx — 4 - cosx + 5|+ C,. Ip
3-sinx—4-cosx+5
3-sinx—4-cosx+5
3G_4F+K= [ — dx = x +G, Ip
3-sinx—4-cosx+5
I3
K = f ) dx
3-sinx—4-cosx+Ek
Ip
oqe :{ l
Utilizand g~ =1 = dx=2—"03 dt
2 1+t
10 10
Obtinem fz— dt = — + Cg, ca urmare
9t=+6t+1 Qt+3
K —+C !
=+,
ot +3
Rezolvarea sistemului si finalizare( desfacerea modulului inclusiv)
3 ] & 10
F = —I (3-sinx—4-cosx+5) — —x — 4—5— +(,
25 25 9-tg +3 2p
T
xE (D, —)
2
2. | Impartind egalitatea dati cu x se obtine: 5
P
f(x)+xf'(x):1nx+l—l
X
' ' 1 2p
xf(x)+xf (X)=lnx+l——
X
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(xf(x)), =1nx+1—l
X
J(xf(x))’ dx = jlnx +l—ldx
X 2p
xf(x)z(x—l)lnerC
Substituind x=1 si tindnd seama de egalitatea f(l) =0, se obtine C=0, deci |
p
x—1
f(x)=——Inx.
()=
3.
. Facand schimbarea de variabila x= 2, dx = —izdt, integrala se scrie
t t
2p
1 n
parctg(—=-—) n arctg(ﬂ) n arctg(ﬁ)
n:j—*/; | | "
n’ t? 1 t* +n 1 x*+n
" —+n
t2
Dar arctg(ﬂ) T arctg(i),Vx €(0,90) si rezultd ca
by 2 Jn
——arctg —— arctg A
n n l n n 1 2p
I, =j22—*/zdx=fj ——dx— [— ‘/;dx=fj —dx—1,, de unde
1 X +n 29X +n . X" +n 29x" +n
1 —Z-T ! d=-" -arctgin<:>] -7 ~(arctg\/;—arctgL) Q)
AN HGn) T 4 Sl T 4 Jn
1
Cum arctg\/— =z —arctg —, din (1) rezultd ca
2 Jn
Ip
T T 1 T T 1
| =—=(=-2arcg—=) <= I, =—=(——arctg —) 2
4n "2 Jn 2n "4 Jn @)
Din (2)rezultaca /,,,,= T _Z- arctg L) 1
01975 2019 ' 4 V2019 P
1 T’
Tot din (2)rezultica Lim(/n -1 —timZ (& —arete——)="—. 1
@) tim(n 1,)=lim 7 ~areig =)= p
4. | Deoarece G este multime finita, este suficient sa se demonstreze ca f este injectiva. 2p
Fiex,y € G, f(x) = f(y)=z° =y*, echivalent cu {x°)™% = (¥?)7%, 2p
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Dar x®*1 =y®*!1 =4  ynde cardG = 2n+1 si e este elementul neutru al grupului. Ip
Din 2 2F = y8FL g (x2) 1 = (y?) 1o gfa-1 =1
2p
si inductiv se ajunge la x=y
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Clasa a XII-a

1. Calculati:

sinx T
f — dx,x e (ol —].
cosx+ 2019-ginx 2
prof. Forgécs Istvan, Colegiul National ,,Kdlcsey Ferenc”, Satu Mare

2. Fie functia 1 :(0,00) — (0,00) derivabild, care are o primitivd F care satisface relatia:
2-(F(x)—f(x))=f2(x)Vx>O.
a) Sa se arate ca f este strict crescdtoare si convexa pe (O, 00) .

b) Sa se calculeze limM.
X—>00 X

prof. Kéczinger Eva, Liceul Teologic Romano-Catolic ,,HAm Janos”, Satu Mare

3.
e N . ¢ Inx
Se considera sirul (/,),., definit prin/, =0 si/, =J. —dx, Vne N,n>2.
X" +n
< . U n V4
Sa se calculeze 1,,,, 51 53 se demonstreze cd Im(—1,)=—.
= Inn 4
prof. Traian Tamiian, Liceul Teoretic Carei

4.

Fie (G,) un grup comutativ. Functia f:G—=G verifica egalitatea f(x*f(y))=y'f(x), ¥x,y=G daca si
numai daca f°f=1; si f este endomorfism al grupului (G,").
prof. dr. Ovidiu Pop, Colegiul National ,,Mihai Eminescu”, Satu Mare.

Nota: Timp de lucru 3 ore.
Rezolvarea fiecdrei probleme este obligatorie.

SUCCES!
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1.
Notdm cu {
sinx cosx p
I=1] —dx,J =] —dx.
Ccosx+2019-5in x cosx+20195inx
Avem 2019I+J=x+C 2p
respectiv —I+ 2019f =Inlcosx + 2019sinx| + C 2p
Rezolvand sistemul de ecuatii:
(—2019% — 1] = —2019x + In(cosx + 2019 -sinx) + C. 2p
1 :
=1 = m[—zmgx + In(cosx+ 2019 -sinx) + C).
2. | F primitivialui f rezultica F este derivabild pe (0,00) si F'(x) =f(x) Vx>0 Ip
Din relatia data obtinem prin derivare f(x)—f"(x)=f(x)-f"(x), x>0, adica
. . 2
f(x)= % >0, x >0 de unde rezultd ca functia f este strict crescatoare pe (0,) P
+ f(x
: " fl(x) < .~ . = 1
Din f"(x)=—"—-"=>0Vx >0 rezultd ca functia / este convexa pe (0,) p
(1+/(x))
Fiindca functia este derivabila si convexa
Jensen
= (%)= f(x)+ /(%) (x—x,) Vx,x, €(0,00) = lim f(x)=00. 2p
El'Hosp. '
tim 2 ) i L), S, p
x>0y X—>0 1 x—o | 4 f (x)
3 - A . C e n n . . Ip
Facand schimbarea de variabild x=—, dx=——-dt, integrala se scrie
t t
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zlnnj ! dx—j Inx dx:]nn.-[ 21 dx —1,,de unde rezultd ca

1 X +n

dx == Marctg X
X +(n) 2Jn Jn

n
1.

Inn 1
Rezulta ca I, = —=(arct, \/Z—arct —), Vn=>2 1 1
2\/;( g g\/;) (1 |

Cum arctg\/_ =z

1
—arctg —, din (1) rezultd ca
2 Jn

Inn 7 1 Inn =z 1 2p
l,=—=(Z-2arctg—=)= 1, =—=(——arctg—=), Vn=2 (2)
2Vn 2 Jn Jn 4 Jn

In2019 =

1
——— (= —arctg —). 1
J2019 4 & 72019 P

Din (2)rezultd cd 1,,,,=

\/Z T 1 T
Totdin (2)rezulta ca lim(—/7 )=Ilim(——arctg —)=—. 1
@) lim( 521, =lim (-~ areig—=) =7 p

4. Demonstram ca daca =1 si f este endomorfism al grupului (G,-), atunci functia
f verifica egalitatea f(x-f(y))=y-f(x), ¥X,yEG. Avem f(x-f(y))=f(x)-f(f(y))=f(x) 1:(y)=

3
=f(x)y= y"f(x), ceea ce trebuia demonstrat. P

Demonstram ca daca f(xf(y))=yf(x), ¥x,y=G, atunci f*f=1; si f este
endomorfism al grupului (G,"). Inlocuim in egalitatea f(x-f(y))=y-f(x), ¥X,yEG pe x cu
X'y si avem Ip

(D) fexey-f(y)=y-fixy), #x,y=G.

Pe de alta parte, folosind ipoteza si ca (G,") un grup comutativ, avem ca f(x-y"f(y))= 1p
fyx-f(y)=f(y-fy-f(x)))=y-f(x)-f(y), adica
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(2) f(xyf(y))=yfx)f(y), ¥x,yeG.

Din (1) si (2) obtinem ca y-f(xy)= yf(x)f(y), ¥x,yEG, de unde f(xy)=f(x)f(y),
¥Xx,yEG, adicd f este endomorfism al grupului (G,’). Tindnd seama ca f este
endomorfism al grupului (G,"), rezultd ca f(e)=e, unde e este elemental neutru al

: L T : . o 2p
grupului (G,). Inlocuin in egalitatea din ipotezd pe X cu e si {indnd seama ca f(e)=e,
rezulta ca f(e-f(y))=yf(e), ¥y=G, adica f(f(y))=y, ¥yEG, de unde {*f=1.
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