OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 9 februarie 2024
Solutii

Clasa a X-a

1. Fie numsrul real a = /3 - /3 -3 - ... 7"V3.

(a) Demonstrati ca [a] = 2, unde [a] reprezinta partea intreaga a numarului a.

(b) Aflati cel mai mic numar n € N*, pentru care a' - a?-a®-...- a" € Q.
——_—
Solutie.
(a) Demonstram 2 < a < 3. Astfel, avem:
a=32titettmt S 35+ =38 = 27E S 165 =2 . 2 puncte
B e Rt o S § B e
a=232"1"8 22021 = 37 2 S T 2 puncte
n(n+1) (22024 _1)p(n41)
() i =a*-a*-a®-...-a"=a 2 =3 B ... 1 punct
22024 _ \p(n 4+ 1
r,€Q & ( 220)25( ) € N* & 2% divide n(n +1)...... 1 punct
Cum n i n+ 1 sunt numere prime intre ele, rezulta ca 22°?°|n sau 22°%°|(n+1).
Valoarea minima a lui n pentru care z,, € Q este 2202 —1 ........ ... 1 punct

2. Consideram numerele complexe 21, 29, 23, de modul egal cu 1, cu proprietatea ca

21+ 29 + 23 — Z1R9%3 — 1.

(a) Aratatica (1 — z1)(1 — 2z2)(1 — 2z3) = 0.

(b) Determinati tripletele (2, 22, z3) cu proprietatea din enunt,.

* % %
Solutie.
(a) Din ipoteza, rezulta |z1| = |z2| = |z3| = 1. .o 1 punct
Si(1—21)(1—29)(1 —23) =0 <= 21290+ 2023+ 2321 =1. ......... 1 punct
2120 + 2923 + 2321 1 1 1 -
Dar z129 + 2023 + 2321 = =—4+—4+—=n+2n+zn=1
217223 21 Z9 z3
Identitatea (a) este demonstrata. ... 2 puncte



(b) Din (a) rezulta ca cel putin un numar este egal cu 1. ............... 1 punct
Obtinem {21, 29,23} = {1,4, =i} . ..o 2 puncte

1
3. Fie f : N — N, definita prin f(n) = [E} + {n—;—

5 ] , pentru orice n € N,

(a) Aratati ca f nu este surjectiva.

(b) Determinati m € N pentru care ecuatia f(x) = m are solutie unica.

([x] reprezinta partea intreagd a numarului real x)
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Solutie.

(a) f este CTesCAtOAre ...........c.iuiniiii e, 1 punct
FB) =181 f(4) =3 oo 1 punct
Cum f este crescatoare, 2 ¢ Im(f), deci f nu este surjectiva......... 1 punct

(b) Orice n € N poate fi scris in forma n = 10k +r, unde n,k € N, cu 0 < r < 9.

1 1
FO10k +7) = [5k+£} + [2k+%] — Tk + [g} + [T"g ] ... 2 puncte
R r r+1 o :
Calculand b} + pentru fiecare r € {0,1,...,9}, se obtin, in ordine,
rezultatele {0,0,1,1,3,3,4,4,5,6} ....cooviiiiiii 1 punct
Deducem ca ecuatia f(z) = m are solutie unica daca gi numai daca:
me{Tk+5 ke N}U{Tk+6| ke N} ... 1 punct

4. Fie f:]0,00) — [0,00) o functie surjectiva cu proprietatea
flz+vy) > f(z) + vy, pentru oricare z,y > 0.
Demonstrati ca:

(a) f este inversabila;

(b) f~Hz +y) < f~Y(x) +y, pentru oricare z,y > 0, unde f~! :[0,00) — [0, 00)
este inversa functiei f.

Romeo Ilie
Solutie.
(a) Pentru orice y > 0, folosind ipoteza, avem
flx+y) > flx)+y> f(z), Vo >0
Deducem ca f este strict crescatoare, deci injectiva................ 2 puncte
In concluzie f este bijectiva, deci inversabila....................... 1 punct
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(b) f strict cresciatoare implica f~1 strict crescdtoare. .................. 1 punct
Fie x,y > 0. Folosind ipoteza, avem:

FU @) +y) = (@) +y=2+y.

................................................................... 2 puncte
Cum f(f'(z)+y)>ax+ysi f! crescidtoare avem:

A @) +y) > e +y),
de unde rezulta fH(z +y) < fH @)ty o 1 punct



