
OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 8. 02. 2025

BAREM DE CORECTARE - Clasa a XII � a

Problema 1. Fie M (x) =
1
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1CCA 2 M3 (R) ; unde x 2 R şi muļtimea

G = fM (x) j x 2 R; x 6= �1g :

a) S¼a se arate c¼a G are o structur¼a de grup abelian în raport cu opera̧tia de înmuļtire a

matricelor;

b) S¼a se calculeze P n pentru n 2 N�; unde P =
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1CCA :

Barem de corectare. Dac¼a not¼am A =
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1CCA ; atunciM (x) = I3+x �A; pentru

orice x 2 R: Cum A2 = A; ob̧tinem c¼aM (x) �M (y) =M (x+ y + xy) =M ((x+ 1) (y + 1)� 1) ;
pentru orice x; y 2 R: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)
a) Dac¼a x; y 2 Rr f�1g ; atunci M (x) �M (y) = M ((x+ 1) (y + 1)� 1) 2 G: Deoarece M (x) �
M (y) = M (y) � M (x) = M (x+ y + xy) ; pentru orice x; y 2 R; înmuļtirea matricelor este

asociativ¼a, elementul neutru este I3 = M (0) 2 G; iar M (x)�1 = M

�
1

x+ 1
� 1
�
2 G; pentru

orice x 2 Rr f�1g ; rezult¼a c¼a (G; �) este un grup abelian. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

b) Inductiv se demonstreaz¼a c¼a M (x)n = M ((x+ 1)n � 1) ; pentru orice x 2 R şi orice n 2 N�:
Aşadar, P n =M (6)n =M (7n � 1) ; pentru orice n 2 N�: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

Problema 2. Fie (G; �) un grup şi muļtimea Z (G) = fx 2 G j xg = gx; 8 g 2 Gg : S¼a se arate
c¼a:

a) Z (G) este un subgrup al lui G;

b) dac¼a x2 = e; pentru orice element x 2 Gr Z (G) ; atunci grupul G este comutativ.
(cu e s-a notat elementul neutru al grupului G)

Barem de corectare.

a) Evident, dac¼a g 2 G; atunci eg = ge = g; adic¼a e 2 Z (G) : Dac¼a x; y 2 Z (G) ; atunci pentru
orice g 2 G; avem (xy) g = x (yg) = x (gy) = (xg) y = (gx) y = g (xy) ; respectiv xg = gx ,
gx�1 = x�1g; adic¼a xy; x�1 2 Z (G) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)



b) Fie x; y 2 G:
Dac¼a x 2 Z (G) sau y 2 Z (G) ; atunci xy = yx: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)
Presupunem acum c¼a x; y =2 Z (G) : Dac¼a xy 2 Z (G) ; atunci (xy) y = y (xy) , xy2 = yxy ,
xy = yx; respectiv dac¼a xy =2 Z (G) ; atunci (xy)2 = x2 = y2 = e; de unde (xy)2 = x2y2 , xyxy =

x2y2 , yx = xy: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

Problema 3. S¼a se calculeze:

a)
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dx; b)

Z
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x6 + 4x3 + 2025x2 + 4
dx; x 2 (0;+1) :

Barem de corectare. Not¼am cu I integrala de la punctul a): Avem

a) Din I �x=t
=
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dx
not.
= J; rezult¼a c¼a I + J =
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; de unde

I = J =
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4
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(4p)
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+ c . . . . . . . . . . (3p)

Problema 4. Fie f : R! R o funçtie continu¼a cu proprietatea c¼a

f (x) = 2
�
1 + x2

�
�
�
1 +

Z x

0

f (t)

1 + t2
dt

�
; pentru �ecare x 2 R:

S¼a se arate c¼a:

a) funçtia f este derivabil¼a pe R;

b) exist¼a o singur¼a funçtie f care satisface condi̧tia din enuņt. S¼a se determine aceast¼a funçtie.

Barem de corectare. a) Consider¼am funçtia h : R ! R; de�nit¼a prin h (x) =
f (x)

1 + x2
; 8 x 2

R: Cum f este continu¼a, rezult¼a c¼a şi funçtia h este continu¼a, deci admite primitive. Dac¼a

H : R ! R este o primitiv¼a a lui h; atunci rela̧tia din enuņt se poate scrie echivalent f (x) =

2 (1 + x2) � (1 +H (x)�H (0)) : Aşadar, deoarece funçtia H este derivabil¼a pe R, rezult¼a c¼a şi f

este derivabil¼a pe R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(4p)

b) Din h (x) = 2 (1 +H (x)�H (0)) ; rezult¼a c¼a h0 (x) = 2 � h (x) ; de unde h (x) = c � e2x: Cum
h (0) = 2; se ob̧tine c¼a h (x) = 2 � e2x; adic¼a f (x) = 2 (1 + x2) � e2x; 8 x 2 R . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.


