OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 8. 02. 2025
BAREM DE CORECTARE - Clasa a XII - a

2r+3  —x —x
1
Problema 1. Fie M (z) = 3 —xr 2r4+3 -z € M3 (R), unde z € R gi multimea
—x - 243

G={M(z)|zeR, z#—-1}.

a) S& se arate cd G are o structurd de grup abelian in raport cu operatia de inmultire a

matricelor;
5 —2 =2
b) Sa se calculeze P" pentrun € N*, unde P=| —2 5 -2
-2 -2 5
2 -1 -1
Barem de corectare. Daca notam A = é -1 2 =1 |,atunci M (x) = I3+ x- A, pentru
-1 -1 2
orice ¥ € R. Cum A? = A, obtinem ca M (z)-M (y) =M (z+y+ay) =M ((z+1) (y+1) — 1),
PENEIU OTICE I, 4 € IR e e e e e e (2p)

a) Dacad z,y € R\ {—1}, atunci M (z) - M (y) = M ((x +1)(y+ 1) — 1) € G. Deoarece M (x) -
M(y) = M(y) - M(z) = M (z+y+zy), pentru orice z,y € R, inmulfirea matricelor este
— 1) € G, pentru

asociativ, elementul neutru este I3 = M (0) € G, iar M (z)™' = M ( 1
T

orice € R\ {—1}, rezultd ca (G,-) este un grup abelian. ..., (3p)

b) Inductiv se demonstreazd c¢d M (z)" = M ((x +1)" — 1), pentru orice x € R gi orice n € N*.
Agadar, P" = M (6)" = M (7" — 1), pentruorice n € N*. . ... i, (2p)

Problema 2. Fie (G,-) un grup si multimea 7 (G) = {zx € G | zg = gz, V g € G} . S& se arate

v

ci:
a) Z (G) este un subgrup al lui G;

b) daci x2 = e, pentru orice element € G\ Z (G), atunci grupul G este comutativ.

(cu e s-a notat elementul neutru al grupului G)
Barem de corectare.
a) Evident, daca g € GG, atunci eg = ge = g, adicd e € Z (G) . Daca z,y € Z (G), atunci pentru

orice g € G, avem (vy)g = v (yg) = z(9y) = (vg)y = (92)y = g(zy), respectiv xg = gr <
grt =x7lg, adicd 2y, 27 € Z(G) oo (3p)



b) Fie z,y € G.

Dacdax € Z(G)sauy € Z (G), abUNCL TY = YT\ oo uveneeee et (1p)
Presupunem acum ci x,y ¢ Z (G). Dacd zy € Z (G), atunci (zy)y = y (zvy) & 2y° = yry &
zy = yx, respectiv daci zy ¢ Z (G), atunci (zy)* = 22 = 32 = ¢, de unde (zy)* = 2% & wyzy =

T e 1 P (3p)

Problema 3. Sa se calculeze:

™

2
3 _
a) / cos T dzx; b) / v -1 dzr, = € (0,400).

(4 —sin®*z) (1 +27) 20 + 423 + 202522 4 4

[VE]

Barem de corectare. Notam cu [ integrala de la punctul a). Avem

Jus s

—xr= 2t t no In3
a) Din [ =t / - ;OS do " J, rezultd ca I + J = /L'idw = n—, de unde
(4 — sin®¢) (1 +2) 4 —sin“x 2

2\’ )
2, 2
-1 1 ($+x) 1 2+
b) de = = ( dr = —arctg ——= +c.......... (3p)

26 + 423 + 202522 +4 2 92\ 2
22+ =) +2025

Problema 4. Fie f : R — R o functie continua cu proprietatea ca

f(:z:):2(1+:c2)-(1+/0m

t
1f_£ 22 dt> , pentru fiecare x € R.

Sa se arate ca:
a) functia f este derivabila pe R;
b) exista o singura functie f care satisface conditia din enunt. S& se determine aceastad functie.
f(x)

T 1+
R. Cum f este continua, rezultd ca si functia h este continud, deci admite primitive. Daca

Barem de corectare. a) Consideram functia h : R — R, definita prin A (x) ,Vaoe

H : R — R este o primitiva a lui h, atunci relatia din enunt, se poate scrie echivalent f (z) =
2(1+2%) - (1+ H (z) — H(0)). Asadar, deoarece functia H este derivabild pe R, rezulta ci si f
este derivabild pe R. ... o (4p)
b) Din h(x) = 2(1+ H (z) — H(0)), rezultd cad b’ (z) = 2- h(z), de unde h(z) = c-e*. Cum
h(0) = 2, se obtine ca h(z) =2

I Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazi corespunzitor.



