OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 21 februarie 2020
Solutii

Clasa a V-a

1. Aratati ca daca numarul abcab da restul 9 la impartirea cu 91, atunci cel putin o
cifra a sa este 1.

kkk
Solutie.
abcab=91p+9, p € N. .. 2 puncte
abcab = 1001ab + 100C. . ..o 2 puncte
91(11ab+¢) +9(c—1) = 91P. oo, 2 puncte
9l divide c —1 = c= 1. ., 1 punct

2. Fie numarul N = 17+ 172 + 173 4+ ... + 177920,

(a) Demonstrati ca N este divizibil cu 18.

(b) Determinati ultima cifra a numarului N.

Aurel Aldea

Solutie.

(a) Grupand cate doi termenii sumei, obtinem
N = (17T4+172) + (17 +174) 4 ... 4+ (17219 4 172020) — 18(17+ 173 4 ... +- 172019),

deci N se divide cu 18. ... .. ... i 3 puncte
(b) Ultima cifrd a numarului 1 + 174+ 172+ 173 este 0. ............... 2 puncte
N=171+ 17T+ 17+ 173 + ... + 177 (1 + 17+ 17>+ 173). ... ... 1 punct

Rezulta ca ultima cifra a numarului N este 0. ...................... 1 punct



3. Fie numerele A = 24037 492020 4 9 i B — 22018 4 1

(a) Aratati ca B divide A.
(b) Este A patrat perfect?

Adriana Cataron

Solutie.
(a) A= (2218 41)(2219 4+ 2), deci BJA. ... 4 puncte
(b) A=2- (2218 41)- (228 4+ 1) =2-B% ... 2 puncte
B este impar, deci A nu este patrat perfect. .................... ... 1 punct

4. (a) Existd numere naturale z si y pentru care z* + y* = 20192920 + 37

Lot 4 a4 A gd 20219
Y ) ) °
(b) Exista numere naturale z, y, z, t pentru care z* + y* + 2* + t* = 2018
Gazeta Matematica

Solutie.

(a) Notam cu u(a) ultima cifra a numarului natural a, scris in baza 10.

Avem u(z?) € {0,1,5,6}, x € N. ... 1 punct
Rezulta u(z? +y?) € {0,1,2,5,6,7}, z,y e N. ... 1 punct
Dar u(201929%0 +3) = 4. ..o 1 punct
Deci nu exista numere naturale x gi y cu proprietatea din enunt. ... 1 punct

b) Exemplu:
(
201829 = 2018 - 2018*°%° = (6* + 5* 4-3* 4-2*) - (2018*)°" =
= (6-2018°%%)* 4 (5 - 2018°%°)% + (3 2018%%°)% + (2 2018°%)* .. ... ... .. 3p
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Solutii

Clasa a VI-a

1. Se considera z,y, z si t numere rationale strict pozitive, astfel incat:

4x+3y+22—t dy+32+2t—x 4z+3t+23:—y_4t+3$~|—2y—z
At 4 4y N 4z '

Aratati ca

(4dx 4 3y + 22)(4dy + 3z + 2t)(4z + 3t + 2x) (4t + 3z + 2y)

=9?
xyzt '
*kkok
Solutie.
Din ipotezd rezulty 4x+iy+2z _ 4y+3z+2t 4z+3t+2x _ 4t+::1x+2y 2 puncte
Notam cu a valoarea comuna a rapoartelor de mai sus. Atunci
dr+3y+2z = at
dy+32+42t = ax
424+ 3t+2x = ay
At +3x+2y = az
....................................................................... 2 puncte

Prln adunarea relatiilor obtinem 9(z +y + 2 +1t) =a(x +y + 2z + 1).

Rezulta a = 9. ... 2 puncte

Astfel, (4”3“2‘2)(4“3”2;;(3”3”2’”)(4”3”23/) =9 1 punct




2. Fie numerele naturale a, b, ¢, d, astfel incat:

a = 2019202020192020...20192020,

2024 cifre
b = 2020201920202019...20202019

2024 cifre
¢ = 201920202021201920202021...201920202021

2028 cifre
d = 202120202019202120202019...202120202019

2028 cifre

Aratati ca:

(a) Numerele 2019, 2020, 2021 nu sunt patrate perfecte, dar 2025 este patrat per-

fect.

(b) Produsul b - ¢ nu este patrat perfect.

(c) Produsul a-b-c-d nu este patrat perfect.

Dorina Rapcea

Solutie.

(a)
(b)

44? = 1936 < 2019 < 2020 < 2021 < 2025 = 452
Rezulta ca numerele 2019, 2020, 2021 nu sunt patrate perfecte. ... 2 puncte

Notam cu S(z) suma cifrelor numarului natural x (scris in baza 10).

b este format prin "alipirea” de 2024:8=253 ori a numarului m = 20202019.
S(b) =253 - S(m) = 253 - 16, deci b nu este divizibil cu 3. .......... 1 punct
c este format prin ”alipirea” de 2028:12=169 ori a numarului n = 201920202021.
S(c) =169 - S(n) = 169 - 21, deci ¢ este divizibil cu 3, dar nu este divizibil cu

G 1 punct
Rezulta ca b - ¢ este divizibil cu 3, dar nu este divizibil cu 9.
Atunci b - ¢ nu este patrat perfect. ......... ... ... 1 punct

Numerele b, ¢ si d nu se divid cu 5, iar numarul a se divide cu 5, dar nu se
divide cu 25.
Rezulta ca a - b- ¢ d nu este patrat perfect. ................... ... 2 puncte



3. Fie k un numar natural nenul si multimile A = {k;k + 1,k + 2,...,8k}, B =
{4k, 6k,8k}. Aratati ca oricare ar fi multimile X §i Y, cu XY C A, X UY = A i
XNY =0, exista x #y, cu z,y € X sau z,y € Y, astfel incat x +y € B.

Gazeta Matematica

Solutie.

{k, 3k, Bk} C A 2 puncte
k+3k=4k e B, k+bk=6ke B, 3k+5k=8ke B. ................ 3 puncte
Una dintre multimile X si Y contine cel putin doua dintre numerele k, 3k, 5k, de
unde concluzia. ......... 2 puncte

4. Fie unghiul proprlu AOB si punctele M 1in interiorul unghiului AOB §1 N in ex-
teriorul unghiului AOB astfel 1ncat B se afla in interiorul unghlulul MON. Daci
(OP este bisectoarea unghiului AOM , masura unghiului POB este de 60° si masura
unghiului BOM este de doud ori mai mare decit masura unghiului B/OTV, aratati
ca bisectoarea unghiului AOP este perpendiculara pe ON.

k%%
Solutie.
Fie (OQ bisectoarea unghiului AOP (@ aflat in interiorul unghiului A/O\P)
Notam a = m(A/O\Q) sib= m(gOTV)
Avem m(A/O\P) = m(P/OT@ =20 e, 2 puncte
m(m) =20 1 punct
60° = m(POB) = m(POM) + m(MOB) = 2a + 2b = 2(a + b).
Rezulta a 4+ b= 30°. ... . 2 puncte

Atunci m(QON) = m(QOP) + m(POB) + m(BON) = a + 60° + b = 90°.
Rezulta OQ LON. . 2 puncte
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Solutii

Clasa a VII-a

1. Fie numerele z = 1 + \/_ 34 V32 4 ... 4 /32020 g y = 31011 _ /3 Calculati partea

Y
intreaga a numarului \/§x

Ioana Masca

Solutie.
Notam ¢ = éo/gl
Avem x = 4 qffl ...................................................... 2 puncte
Sy=q¢" 2 —qg=q (@ — 1), . 2 puncte
Atunci 4 4 1
Y 2021 q—
2z 1 —4(g—1
Jr g q ( ) g2l — 1 (¢ )
........................................................................ 1 punct
Dln 1negahtatea 2<3 < obtlnem <qg< Z de unde 2 < 4(¢—1) < 3.
Rezulta |:\;1§yi| e 2 puncte
. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatiile:
(a) [z =3+ |z —1]=z-2.
b) [z—2]4+z—-1=z-2.
Kok
Solutie.
(a) Daca |z — 3|+ |z — 1| =2 —2,atunciz >2. ................... .. 1 punct
Fie 2 > 2. Ecuatia devine (z — 2) + (z — 1) =2z — 2.
Dar solutia z = % nu apartine intervalului [2,00). .............. .. 2 puncte
(b) Dacd [z — 2]+ [z —1]=z—2, atunci z €Z. ..................... 2 puncte

Fie x € Z. Ecuatia devine (x—2)+(x—1) = x—2. Solutia: z = 1. ... 2 puncte



3. In trapezul ABCD, AB||CD, AB =10 ¢cm, CD =5 cm, AC =9 cm si BD = 12
cm, iar AC N BD = {0O}.

(a) Aratati ca triunghiul AOB este dreptunghic si calculati aria trapezulului ABC'D.

(b) Aratati ca centrul cercului circumscris triunghiului OAB, centrul cercului cir-
cumscris triunghiului OC'D si punctul O sunt coliniare.

Toana Ciocirlan

Solutie.

(a) Fie {E} = ADN BC.
In triunghiul ABE, C'D este linie mijlocie, deoarece CD || AB si CD = AB/2.

Rezulta ca O este centrul de greutate al triunghiului ABE. ........ 1 punct
Obtinem AO = %AC’ =6 cm si BO = %BD =8cm ...l 1 punct
Atunci AO?>+0B? = AB?, deci triunghiul AOB este dreptunghic in O, conform
reciprocei teoremei lui Pitagora. ............... ... .. ... ... 1 punct
Trapezul ABCD este ortodiagonal. Aapcp = AC'QBD =54 cm?. ... 1 punct

(b) Centrul cercului circumscris triunghiului dreptunghic AOB este mijlocul M al
laturii [AB]. .o 1 punct
Fie {N} = EM N DC. In triunghiul AEM, DN este linie mijlocie. Atunci
DN = AM/2 = AB/4 = DC/2. Astfel, N este mijlocul lui [DC], deci este
centrul cercului circumscris triunghiului COD. O este centrul de greutate al
triunghiului ABFE, iar [EM] este mediana, deci O € EM.

In concluzie, punctele M, N si O sunt coliniare. ................... 2 puncte

4. Se considera triunghiul echilateral ABC'. Pe semidreapta (BA, cu originea in B, se
considera un punct M astfel incat BM > AB, iar pe semidreapta (C'A, cu originea
in C, se considera un punct NV, astfel incat CN > C'A. Stiind ca BM = AN, iar )
este simetricul lui M fata de CN, aratati ca CM N(Q este romb.

Gazeta Matematica. Supliment cu Exercitii

Solutie.

Paralela prin M la BC' intersecteaza dreapta C'N in P. Triunghiul AMP este
echilateral. Atunci PN = AN — AP = BM — AM = AB = AC, PM = AM
si m(MPN) = 120° = m(MAC). Rezulti AMPN = AMAC (LUL), de unde
MN = MO, 4 puncte
CN este mediatoarea segmentului M Q). Rezulta NQ = NM si CQ = CM.

Ca urmare, patrulaterul CMNQ este romb. .......... ... ... ... .. .. 3 puncte



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 21 februarie 2020
Solutii

Clasa a VIII-a

1. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia [2019x] + {20202} = 2020. Am notat
cu [a] partea intreaga numarului real a gi cu {a} partea fractionara a numarului a.

loana Ciocirlan

Solutie.
Daca [2019z] 4+ {20202} = 2020, atunci {2020z} € Z, deci {2020z} = 0.
Rezulta ca exista k € Z astfel incat 2020z = k, sau x = 20"720 ........... 3 puncte

Ecuatia devine [2019 - ;-] = 2020. Atunci 2020 < 2019k/2020 < 2021, de unde
2021 + 1/2019 < k < 2022 + 2/2019. Obtinem k = 2022. Prin urmare ecuatia are

: s . 2022
soluia unica © = 5755, ... o 4 puncte

2. Fiind date numerele A = 227+t 427+l 11 &) B =220+l _9ntl 11 n € N. Aratati
ca:

(a) VA+ B ¢ Q, pentru orice numar natural n;

(b) unul §i numai unul dintre numerele A si B este divizibil cu 5, oricare ar fi
n € N.

Dorina Rapcea

Solutie.

(a) A+ B=(2"1)" +2.
(27)? < (2 42 < (277 +1)°, VneN.
Rezulta ca A+ B nu este patrat perfect, fiind incadrat de doua patrate perfecte
consecutive. Atunci VA+B € Q,VneN. ................... .. 3 puncte

(b) A-B= (221 1) — (20)" =420 41 = (5 1) 41 = M;.
Deci A - B este divizibil cu numarul prim 5. Atunci 5|A sau 5|B.
Dar A — B = 2""2 nu este divizibil cu 5. Rezulta ci unul si numai unul dintre
numerele A si B se divide cu 5, oricarear fin e N. ............. .. 4 puncte



3. Se considera piramida patrulatera regulata VABCD si punctele M si N mijloacele
muchiilor BC, respectiv V' D. Aratati ca AB = AV, daca si numai daca masura
unghiului dintre dreptele AB si M N este egala cu 30°.

Gazeta Matematica

Solutie.

Notam AB = 2a, VA =2bsi m(AB/,HN) = a.

Fie P si @ mijloacele muchiilor AD, respectiv VC. Din teorema liniei mijlocii,
rezulta ca patrulaterul M PN () este un trapez isoscel, cu bazele M P = 2a, NQ) = a

si laturile neparalele MQQ = PN =0b. ... ... . i 2 puncte
Deoarece PM || AB, avem m(P/]WTV) = m(AWN) = 1 punct
Fie NRLMP, Re MP.

In trapezul isoscel M PN(Q, obtinem MR = 3“ si NR = —“11’2_“2. .ev..... 1 punct
Atunci: a =30° & tga = \}g & ”4b32a_a = \/Lg & a=b.

In concluzie, AB = AV daci si numai daci m(AB/,HN) =30° ........ 3 puncte

4. Se considera tetraedrul ABC'D in care AD1(BCD), iar AD*> = BD?* + CD?. Fie
E si F proiectiile lui D pe AB, respectiv pe AC.

(a) Stiind ca EF N (BCD) = {P} astfel incat BC' = 3C'P, aflati raportul dintre
arie triunghiului AE'F' i aria triunghiului ABC.

(b) Aratati ca exista un punct O € (BCD), egal departat de punctele B, C, D, E
si Fl.

Dorina Rapcea

Solutie.

(a) Notam BD? = z si CD? = y. Conform ipotezei, AD? = z + y.

AD1(BCD) = AD1BD i AD1CD

Aplicand teorema catetei in triunghiurile dreptunghice AABD si AACD, obtinem

Ba—whug PA_ =ty pe (ABC) N (BCD) = BC. Cum BC = 3CP > CP si

P ¢ [BC], avem C € (BP) sl o8 =1

In AABC, aplicand teorema lul Menelaus pentru transversala E — F — P, obtinem

@.F_A.P_C_ L.f‘»‘_‘*‘y.l
A FC PB 1de01$+y v =1, deunde

Atunm —1—|—y— §1ﬁ ——|—1—5 ............................. 2 puncte

EA i £4 = 5
Rezultd 35 = 9 §il 45 = -
1 .
5-AE-AF-sin EAF
Raportul ariilor este AAEF =2 S =3 2 puncte
Aapc  L.AB-ACsinBAC 54

(b) Fie O centrul cercului circumscris triunghiului BC'D i M mijlocul muchiei BD.
Din OML1BD si OM1LAD (ADL1(BCD), OM C (BCD)), rezulta OM 1 (BDE).
M este centrul cercului circumscris triunghiului dreptunghic BDE. Ca urmare,

OB = OF = OD. Analog demonstram OC = OF = OD. Rezulta ca O € (BCD)
este egal departat de punctele B, C, D, Esi F. ...................... 3 puncte



