\

re subiect se p.unct’ea.z'i de la 0 la 7 puncte. Se acordd numai punctaje

Orice alti rezolvare se asimileazi conform baremului.

Enunt subiect 1, autor 1. Fota, GM nr 11 /2017

Fie numarul abed .Si se arate 3, daci 11-ab=cd +222, atunci numarul abed se divide cu 37.

Detalii rezolvare Barem
asociat
abcd=100a_l-7+a; Ip
cd =11ab—222 = abed = 100ab + 1 lab — 222 2p
=>abed = 111ab—222=>abed = 11 (ab - 2) 2p
Bl —57 avea 2p
Enung subiect 2, autor ****
Determinati ultimile patru cifre ale numarului a= 22" — 22012 _ 211
Detalii rezolvare Barem
asociat
220!8 _220]2 _220” o 220”(27 _2_ l) = 2.’.01] g 125 2p
220“ aik 22008 i 23 lp
220“.125=22005'23'53=22003_103 2p
U(2%°*)=6 => ultimile patru cifre sunt 6,0,0,0 2p




Detalii rezolvare
v A5 043, 8557143, 13=5-243;...... :358=5-71+3 cei 72 de termeni 1p
S [ Suma:5(1+2+3+......+71)+3:72=5-71-36+3-72=36(355+6)=36361 Ip
g 36:341=67 - 197 = (6-19)” pitrat perfect Ip
5 | b) Cele 109 numere pot fi: 5a,+3; 5a,+3; 5a,+3...... St :
Suma lor: 5(a, +a,+a;+...... Q109)13:109 |
Ultima cifrd a numarului 5(a, +a, +a, +......+4a,,, ) este 0 sau 5 iar ultima cifra a 2p
numarului 3-109 este 7
Ultima cifrd a numarului 5(a, +a,+a; +...... a,45) +3:109 este 7 sau 2=>suma nu poate | 1p

fi patrat perfect

Enunt subiect 4, autor Liliana Maria TODERIUC; Gabriel VRINCEANU

Notam in cele ce urmeaza cu A un numar oarecare natural si cu S(A) suma cifrelor

numarului natural A (ex: S(132)=1+3+2=6)
Daca numarul A are proprietatea cd S(A)= 2018 determinati numérul de valori numere naturale

care pot fi rezultate ale diferentelor S(A) — S(A+1) sau S(A+1)—S(A),

Detalii rezolvare Barem
asociat
Numarul de cazuri este determinat de numarul de cifre consecutive de 9 cu care se 2p

finalizeaza numarul 4,
la care se adauga cazul S(A4+1)—S(4) =1, corespunzator cifrei unititilor diferiti de 9 2p

Cum 2018=224-9+2, rezultd ca numérul maxim de cifre de 9 din care poate fi format | 2p

A este 224,
in total numarul valorilor diferentelor este 225

lp

Observatie: diferengele posibile sunt de forma | sau 9-k—1, unde keste orice numar natural
care indeplineste conditia 1<k <224,




SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Nota: Fiecare subiect se puncteazi de la 0 la 7 puncte. Se acordd numa.i punctaje
intregi. Orice alti rezolvare se asimileazi conform baremului.

Enung subiect 1, autor.(***) -
Se considerd M, A siB trei puncte coliniare in aceasti ordine si punctele C si D
apartinand semidreptei [MA astfel incat MC =3-MA si MD = 3-MB.

BD
Stiind ¢ BC = MA, si se calculeze valoarea raportului — i

B’
Detalii rezolvare Bare:m
asociat
Notim MA =x = MC = 3x 5 BC = x !
B Ordinea punctelor: M, A, B, C, D. = AC=MC - MA, AC =2x Ip.
\AB=AC—BC:>AB=2x—x=x,MB=MA+AB=2x, MD = 6x, CD =3x, BD | Ip.
=4x
=
X
/(H) Ordinea punctelor: M, A, C, B, D. = MB = MC + BC = 3x + x=4x ; MD = 1p.
12x
| BD =MD — MB=12x — 4x = 8x, AB =MB — MA = 3x 1p.
EZ__BX_B lp
3x 3

Enunt subiect 2, autor.Cecilia Deaconescu si Radu Deaconescu, Pitesti. G.M. Nr.6-7-8/2017.

Se considera numerille rationale pozitive x = ;:::2 siy = i:::
Aratati ca: a) y > =
b) y-x>13(1).
Detalii rezolvare Barem
asociat
a) y >Rt L1, 575 | 5551150 4 55 Ip.
575 > 115% (53)%5 > (112)5e> 12525 > 12125 1p.
48
b) Vom arita ci x <-<:>§% §<: Ip.
3°0 + 72<280 + 725 350280, 2431025610 deyarat. 1p.
1p.
1p.




-13; 7,13 = nr.prime.  (n,91) = nr.prim | 91 = (n.91) €{7,13}

(D (n,91)=7 = n este multiplu de 7 §i nu este multiplu de 91. Ip.
[Avem 128 de multipli ai lui 7 de trei cifre. Ip.
[Avem 9 multipli ai [ui 91 de trei cifre si deci 128 —9 = 119 nr. de trei cifre cu 1p.
$in.91)= 7.

(I) (n,91)=13 => n este multiplu de 13 si nu este multiplu de 91. 1p.
Avem 69 de multipli de 13 de trei cifre si deci 69 - 9 = 60 nr. de trei cifre cu (n,91) | 1p.

43,
In total avem 119 + 60 = 179 numere. lp.

Enun; subiect 4, autor.Traian Preda, Bucuresti.

~ Determinati cel mai mic numar natural de patru cifre distincte care are proprietatea ci

suma dintre el si rasturnatul siu este un numar natural divizibil cu 230.

Detalii rezolvare Barem
asociat
n=1001(a+d) + 110(b+c) Ip.
230| n= 10| n =10/1001(a+d)= 10| (a+d) = a+d = 10 1p.
230/ 10010+110(b+c) = 23| 1001+11(b+c) = 1p.
23| 11(91+b+c) ; (23,11)=1 = 23| (914+b+c) = 1p.
23| (91+b+c); 23|92 = 23| (b+c-1) = 1p.
 [bre=1= {bc)={0,1) Ip.
Cifrele sunt distincte = a este diferit de 1= cel mai mic n=2018. lp
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CLASA a VII-a
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Noti: Fiecare subiect se puncteazi de la 0 1a 7 puncte. Se acordd numai punctaje
intregi. Orice altd rezolvare se asimileaza conform baremului.

Enunt subiect 1, autor Dana Radu.

Fie a = 20182018 b = 2016218, ¢ = 20182016, d = 2016°%"6. Justificati dacd
numerele urmitoare sunt rationale sau irationale :

ayx=+Va+b+c+d

byy=+va+¢c¢
¢gz=+Va+b+c
Detalii rezolvare Barem
asociat
a) Ultima cifra a sumei a+b+c+d este U(4+6+6+6)=2 1
Finalizare 1
b) 20182018 + 20182016=20182016(1+2018%); 2018* < 1 + 2018% < 20192 1
Finalizare 1
Q)b=M;;c=M+1 1
a= MA2288= V8572 - 4= M+4; a+b+c= M7+5 1
Restul impirtirii unui pétrat perfect la7 este 0, 1, 2 sau 4; Finalizare 1

Enunt subiect 2, autor ***

Fie a , b , c numere rationale.

a) Aritati ci daci a - b si a + b sunt numere intregi, atunci asib sunt numere intregi.
b) Aritaticidacia-b,b ¢, a-c ,a+ b+csunt simultan numere intregi, atunci a,b
si ¢ sunt numere intregi.

Detalii rezolvare ‘ Barem
asociat
a)Fiea=§,(x,y)=1undex,yeZgia-bzk,kEZ 2

2 2
=X i reZaxl+kyt =txy =ylx?

a+b=2+%
y X

Din y|x? si (x,y) = 1 = y|x. Finalizare

b)Din a-bsia-c€Z= a-(b+c) EZ

Dina- (b +c¢) sia+ (b+c), aplicind subpunctul a) rezultd ci a€ Z si (b+c) EZ

Din b ¢ si (b + c) € Z, aplicand subpunctul a) rezulta ca b,ceZ

—t | DY |




Enunt subiect 3, autor Dana Radu

Fie ABCD un paralelogram de centru O si M € (AC), astfel incat AM este o treime din
MC. Paralela prin M la BD, intersecteazi pe BC in E si pe CD in F. Si se arate ci daci

FC = 3EOQ ,atunci triunghiul ADB este dreptunghic.

Detalii rezolvare

Barem
asociat

O centrul paralelogramului ABCD = O mijlocul lui (BD) si cum AM este o treime
din MC rezultd ci M este mijlocul lui (AO) @))

1

Fie E; si F, intersectiile dreptelor AB si AD cu FE. Din (1) si ME;// OB=
E;mijlocul Iui AB si 2ME; = 0B(2)

1

Analog Fymijlocul lui AD si 2MF; = 0D (3); Din (2), (3) si OB=0OD= ME, =
= MF;(3)

1

Din paralelogramele FE; BDsi DBEF; = BE;, = DF si DF, = BE = ABEE, =
ADFF, (L.U.L) = FF; = EE; (4).Din (3) si (4) = M mijlocul lui (FE).(4)

Din(4) si CM=3MO =0 este centrul de greutate al triunghiului FEC(5)

Fie R mijlocul lui (FC) 5i (5) = EO = ZER si cum FC = 3E0 = m(JE)=90°

In paralelogramul DBEF, m(xE)=90° = m(xADB)=90°

Enunt subiect 4, autor. Gazeta 9/2017

in triunghiul ABC cu AB = AC si (¥4) = 40°, considerim punctul D € (AC), astfel
incat m(2<ABD) = 60°. Bisectoarea unghiului 4 intersecteazi dreapta BD in punctul E,

iar punctul T, apartine bisectoarei unghiului 4, astfel incat E € (AT)Si ET = AB.
Aratati ci patrulaterul ABTC este romb.

Detalii rezolvare

Barem
asociat

Fie F € (ET), astfel incat m(xFBC)=10°

1

In AABCisoscel m(¥BAC)=40°, m(xABC)=70°, AE bisectoarea lui A = AE 1 BC

1

In AABF, m(xBAF)=20°, m(<ABF)=70°+10°=80° = AABF isoscel, cu
AB=AF(1)

1

In AEBF, m(XEBF)= m(<EBC)= m(<CBF)=10°+10°=20° si FE L BC
=BE=BF si m(<BEF)= 80°

Din AB=ET, BF=BE si m(<ABF)= m(<BET)=80° = AABF = ATEB (L. U.L)
=BT=AF (2).Din (1) si (2) = AB = BT (3)

In AABC isoscel ,AE bisectoarea lui A = AE mediatoarea (BC), dar Te 4E =
TB=TC (4)

Din AB=AC, (3) si (4) = ABTC romb
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CLASA A VIII-A
SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE

Noti: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte. Se acordd numai punctaje intregi.
Orice alti rezolvare se asimileazi conform baremului.

I. Se considerd numerele R si S unde:

_1 f2=1 . J3+1 i B+2
2| (V3+1)(V3+42) (V2-1)(V3+v2) (V2-1)(v3+1) |

iar

i 1 1
S= + - . Arétati cd numérul R — S este rational.
(\/5 -1 «/5 +1 \/3 +4/2 )
Detalii rezolvare Bare.m
asociat
Notam a=\/§—1,b:\/§+1 §ic=\/5+\/§. 1p
2 . 32 P _
T A R ap
2abc abc
a+b-c)’ 2
Obtinem R—S=-(——) ; P
2abc

Cum a+b=c ,rezulti R—-S=0cQ Ip
II. 1) Determinati toate perechile de numere naturale (m,n) cu proprietatea

m=n+n*+Tn+1.

2) Demonstrati cé, dacé a este un numar real,% <a<10, atunci ﬁ < ﬁg Sé ;
: a+

Mentionati cazurile de egalitate.

Detalii rezolvare Bare'm
asociat
1) Observam ca m® >»’ ,iar daca n>3 , atunci (n+1)3 =m’+2n(n-2)>m’, adicd
n* <m® <(n+1)’ si nuavem solutii. 1p
Deducem ca n <2 si obtinem perechile (m,n)e{(1,0),(3,2)} . 2p
2
2) Inegalitatea din dreapta este echivalenta cu (3 - \/Z ) >0, adevérati oricare ar fi a > %, 3
p
cu egalitate pentru ¢ =9.
Dupa ridicare la patrat, prima inegalitate este echivalenta cu 3a” —730a+243 <0 sau
(3a-1)(a—243)<0 .
Deoarece 3a—120 si a—243<0 ultima inegalitate este adevarata. 2p
1

Egalitatea se obtine pentru a = 5




B

III. Se considera un tetraedru regulat cu lun gimea muchiei de 2cm. Pe suprafata tetraedrului
se considerd, la Intdmplare, 9 puncte, in interiorul fetelor.
Aratati ca cel putin doua dintre cele 9 puncte se aflila o distantd mai mica de 1cm unul
fatd de celalalt.

Barem

Detalii rezolvare :
asociat

Ducénd liniile mijlocii pe fetele tetraedrului, obtinem 4-4=16 triunghiuri echilaterale cu
latura de Icm. Deasemenea, apar patru tetraedre regulate cu muchia de Icm, fiecare avand
un varf comun cu cite un varf al tetraedrului mare.

Dacé doud din cele 9 puncte sunt situate pe fetele exterioare ale unui tetraedru mic, atunci
distanta dintre ele este mai micd de lcm si problema este rezolvata. 3p
Daca cel mult unul din cele 9 puncte este situat pe fetele exterioare ale unui tetraedru mic,
atunci réman cel putin 9-4=35 puncte care vor fi situate in interiorul, sau pe laturile celor
patru triunghiuri echilaterale centrale (fara varfuri) de pe fetele tetraedrului mare. 2p
Conform principiului cutiei vor exista doud puncte care sunt situate in interiorul sau pe
laturile unuia dintre triunghiurile centrale ( fara varfuri) de pe o fati a tetraedrului mare.
Distanta dintre aceste doud puncte este mai mici de 1cm. 2p

IV. In planul S se considera un patrulater convex oarecare, ABCD, care nu este paralelogram.

Punctul V nu este situat in planul £ . Un plan « intersecteazi interioarele segmentelor

7
VA, VB, VC si VD 1n punctele M, N, P, respectiv Q astfel Tncat % =m , Aﬁ: n,
MV NV
PC . OD
el C - NtV
PV ov

"‘ Stindcd m+p=n+g=k ,m#p,n#q, aratati ca planul « intersecteaza planul dupa
“?. o dreaptd paraleld cu dreapta determinata de mijloacele diagonalelor patrulaterului ABCD.
‘ Cecilia Deaconescu & Radu Deaconescu, Pitesti, G.M.B. nr.6-7-8/2017
Detalii rezolvare Bare:m
asociat
Notdm m+ p=n+g=k , R mijlocul diagonalei BD, VR ON ={E}, S mijlocul
diagonalei AC, VS "MP ={F}.
Consideram triunghiul VDB.
Paralelele la dreapta VR duse prin D si respectiv B intersecteazi dreapta QN in X,
respectiv Y.
; - . _ . . DD XD . . »
Din aseménarea triunghiurilor DXQ si VEQ obtinem p= —V = ﬁ ,1ar, din asemanarea
. . NB _BY
o triunghiurilor BYN si VEN, obtinem n=——=>-"— .
= NV VE
| Sl heng gt Bt
VE
; : k
Cum segmentul RE este linie mijlocie in trapezul BDXY, obtinem % = £ 3p
' ES k 2
Rationand analog in triunghiul VAC, obtinem % = 5 E
In concluzie, din reciproca teoremei lui Thales aplicatd in triunghiul VRS, obtinem
EF||RS .(R# S deoarece ABCD nu este paralelogram.)
Deoarece m # p,n#q ,rezulti cd MPNAC #@ si NONBD #J , deci arvpi=d p
Cum EF c o/,RS c [ ,rezultica EF ||d|| RS .




