OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locald 28.02.2015
CLASA a [X-a
BAREM
Subiectul 1 (7 puncte)
1. Dacda, b,c20sin e N, aritati ci: a "(b + c—2a)+b"(a+c—-2b)+c"(a+b-2c) <0,

sk
Relatia din membrul sting este simetrica, alegema <h <,
atunci 8" SO S"§ib+e—-2a2a+b—-2¢ 2p
Tripletele (@, 5", ") si (b +c—2a, c+a—2b, a+ b- 2¢) au monotonii diferite .................... 2p
Inegalitatea Jui Cebdsev, avem ca:
an(b + C - 2a) + bn(c + a —2b) + Cn(a ‘i‘ b—ZC) S (a’ +b +C’ Xb+c*2ﬂ3‘!‘c+a—'zb+a+b‘—2ﬁ) zo ...... 2p
Are loc egalitatea, daCE @ =B=0C ... Ip
Subiectul 2 (7 puncte)
2. Ariétafi cd, dacd n € N, n >2, atunci numarul 3” + 1 nu este divizibil cu 2",
. ek
Dacda=2b+1,b e N,atuncia® =4b(b+ 1)+ 1 =8¢+ 1, unde ¢ €N wmroooooooooooooeo 2p
Dacin=2k k22, atunci3"+1 =03+ 1=8c+ 1+ 1=8c+24§i 2"14 oo 2p
Dacd n=2k+1,kz 1, atonci 3" +1=3 - (32 + 1 =3(8c+ 1)+ 1 =24c+ 4+ 8§ 2" i 8 ... 2p
R 2 O Ip

Subiectul 3 (7 puncte)
3. Aritati cd nu existd nici o progresie aritmetica infinitd cu ratia nenuld care s3 fie format numai
din numere prime.

sk
Fie (an)n>1 progresia aritmetica cu ratia r, iar ap>luntermenal €  ..oooovveeeeeeeeeeee e Ip
FIE Gt ™= Gp T st etemsenessssosesse s e e e oo oee oo eeeeeeee e 3p
Pentru m = a,, avem ci Qpiin= Ap+ ap 7= ap(1 + 1) CAre NU €St PLAM vevveveeeeeeeeeeeeeeoeeeoeeeen 3p

Subiectul 4 (7 puncte)

4. s . A _ _ _ g

&) Devrgezybymeo @Mﬁ‘xw - ;\ ,_~_ __f -
b) Siems veelin s med’ouid 1M+ Bpe CP=o

- Yp



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala 28.02.2015
CLASA 2 X-a
BAREM
Subiectul 1 (7 puncte)

N I _ 2*
4% +1 2% .35 _1 4% .3 0.9% _3* :
(Marin Marin, prof. univ. habil. dr.)

1. Si se rezolve ecuatia:

Ecuatia datd se mai scrie (2° + 3%)? = (27 3" — 1)? ¢)) oot serenereesen, Ip
Presupunem ci x > 0, atunci din (1) deducem ¢ 2% -+ 3 =253 — 1 oo, Ip
%=1 rBdACING & ECUAHET  ..voeeeeececeeiei et et e e s et er s e s e s s s neneee e 0.5p
ULHCIEAIER  oueuieei ettt et s oo st s eee e s eeaeese s se e rs e e e r s 1p
Presupunem c& x < 0, obtinem (2% + 3™)2 = (2% 3%~ I)® oo, 2p
Repetdm rationamentul de [a cazul x 2 0 oo, 1.5p

Subiectul 2 (7 puncte)
2. Fiea, b,ce C", |a| = |bi = |c[ . 54 se arate ci dacd ecuatia gz’ + bz +c =0 are cel putin o radacini

de modul 1, atunci b* = ac.

dede sk
Fie z| , z» rddacinile ecuatiei cu ]zl| S e O.5p
’21 -22| ={£ =], rezultd cd ,22[ el SO OO O PO OO 1.5p
a
|z,+22|=)_—b—’=1, .............................................................................................................. 1.5p
a _ .
1:|z, +22]2 =(zl+zz)(Z+Z):> :z,z+z12-|-ziz2 S0 s 2p
2
(z,+z,) = z,z,, adica [-— 2) =[£), deCi B2 = AC v, 1.5p
a a
Subiectul 3 (7 puncte)
3. Siserezolve in R ecuatia Ig (x3 + x)m log, x
H ook
FIe JOZ 5, X = £ 55 X = 21 oo e r e Ip
Ecuatia datéd devine: 1g(8’ +2' ) e OO SO R U R TR 1p
Ciot 10t e [A) (1Y
8 420 =107 | = | 4+ 2| Sl ettt e 1.5p
5 5
F= T SOIULIE oot et ee e ettt ee e 2.5p

Subiectul 4 ({7 puncte)

4. Fie f, g:1a, b] — [a, b] daca functii crescatoare §i surjective. Dac V x, y < [a, b], [/ (x)- f(¥)] <
lg(x)"g(Y)l, sa se arate cd f=g. :

sk
Din ipotez& fla) = (@) = a SIAD) T ZBY =D ooveoeeeeeeeeeeeeeeeeeeees oot Ip
Fiex, y € [a, b], x <y avem f{y) - Ax) < g(») - g(x) SO OUB P PTRUPIUPUUROOTINY) o
E(X) = JT) S ZUI) 1) oot ip -
Functia  : [a, b] — R, h =g — feste cresciitoare i (@) = A(B) =0 wooveveeeeeeereeoeeeereresreeennn 2p

VX €1a, 0], X)) = 0, Q8C1 = @ oo ee et 1p



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala 28.02.2015

CLASA a XI-a
BAREM
Subiectul 1 (7 puncte)
Subiectul 2 (7 puncte)
. . ny +2H:L‘ +.“+ Hy . .
1. Demonstrati cd pentru fiecare n € N, n > 2 ecuatia — L. 1 are o unica radacind
n" e—

reala.

Rk

S o) S S Ip
] e—1

. ' T [r2y T -1y | 1
sau echivalent, H—] ] +l:(—J } +...—:—|:[ J } et s 1p
n n n e—1

Fie functia f, : R — R, f{x) =

2. Relatia din enunt scrisi in forma:

I

....................................................................... 1.5p
functia f, este continua, Strict dESCIESCAIOATE ....c.evevevireeeeerieeeeeeeeer e eee e eees oot 1.5p
1 . 1
J0y=n—121> " <lm £, {X)= 0 < o oo 1.5p
e—1" 0w e—1
Rezulti ecuatia datd are o unici solutie realdl strict POZItIVA ...ooceoeecveveieeeeeceeee e Ip

Subiectul 3 (7 puncte)

2
2. Se considerd sirul a, =i2+i2+...+i2, ¥V n e N° Stiind ci lima, = d
- 2

=—, si se calculeze
71 o 6
: ?
limnla, ——1.
n—reo 0

Heksk
?1'2
7zl a, ——
3. nla,——|= — 6
6 1
R 1p
1"
n? 1
Fie x,6=a, T si oy, =—, avem lim x, =0, lim y, =0, (w1  strict
n A= m X—
QESCIESCAION .ottt ettt ettt eee e e e e ee e eere e e s e 2.5p
e T e 2.5p
. L0 . . n?
Teorema Iui Cesaro —Stolz, cazul ° obtinem limnl a, - — | = -1
N 1.5p

Subiectul 4 (7 puncte)

3. Fiem,n € N"siA, B e M,(R) astfel incat A” - B" =B" - A™ . Si se arate c& daci matricele A” si B”
nu sunt de forma AL, Ae R, atunci AB = BA.

dookock



4. Pentru orice k € N, existd a, by, ¢, d;, € R astfel incat A* = ar A+ b-Tpsi
G B B 2.51)
Din relatia datd A™ - B" =B" - A" rezulta
(amA + bmfz )(CHB + an2 ) = (CMB + dn‘[2 )(a ‘A + meZ)

n

sau, echivalent @, - ¢, (AB —BA) = 00 ittt 2p
rezultd AB =BA, deoarece aym Co#EQ  covnenee P 0.5p



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Etapa locala 28.02.2015
CLASA a XIl-a

BAREM
Subiectul 1 (7 puncte)

1. Fie (A, +, - ) uninel cu doua elemente fixate a, b & A cu proprietitile
(@a+bY=da" + 1, (a+byY=4d° +b3
Sd se arate ci (g + 5)1 = g% 4 p2015,

(Marin Marin, prof. univ. habil. dr.)
1. Avem (a+b) =a*+b* = ab=—ba
@ +b =(a+b) =(a+b)a +b)f =a® +a’b+ba’ +b° = ab? = —ba?
Deasemenea, aVem ab® = D2AST G20 = BA% oo 2p
ab* = ab-b=(-ba)b = —b(ab) = —b(~ ba) = b’a
a*h= a(ab) = —a(ba) = —(ab)a = —(— ba)a = ba*
Se demonstreazi prin inductie ¢i a"b =-b"a

..................................................................... 3p
In baza relatiei de mai sus se deduce ci (@ +5)" = a” +b", Y1 €N" eeovoveoeoreeoeoooeoooo 1.5p
. Subiectul 2 (7 puncte)
2. SA&se calculeze: j x 2) , X E (0 0
\ix +e’ )
sk ok
xf..2
2. Relatia din enunf se mai scrie j (J" 2) dx = jez(xz zx)d.x
R IR G R 2
Fief, g € R™ e R, 1) =07, 80 =20 €% oo 3p
Anci fx) - 210 — () T8 = € 0P 2X) oot ee oo e 2p
x|..2
J.ez xz 2x x = ln(x2 + ex)—21nx+b
o e 0.5p

Subiectul 3 (7 puncte)

3. Fie I, =

sin " xdx,n € N.

o'——-—.l-.:|-‘~l

a) Si se arate ci [, este o functie descrescitoare de n

b) S& se calculeze limi si li

n—o n—eo |
n-2 n—l

Heeck



3. Integrdnd prin pérti obtinem
n-1 2k-1 71'1-3-..-(211.—1)
IHTIH—Z 'Z-ch :T 2k=2 IZM = 2 9.4 .0
, deci ¢ si e
I = 2-4-..-2n
13 2n+]) %
Cum sin"x > sin" 'x, I, > I, , ceea ce rezolvi ) terirerert et eree et e e st e e e s saseene e saeeneaas 1.5p
. . n—1
lim—" =lm2 " =1
T 1.5p
Dar
I I
<2<
L Ip
lim—" =1
S Ip
Subiectul 4 (7 puncte)
1. Matricea pétratici A(a p ), de ordinul », are proprietea
@, tm iy ay, “u +_. 2 o
Ll @u  aptm G _| an oy - @2 | egalitatea avand loc
mt| .. '
an] ianz ann +m
anl anZ ann +—
I

pentru # +1 valori distincte ale lui m € N™,
Sé& se arate c¢d determinantul matricei A are valoarea |.

1. Scriem egalitatea din enunt in forma

a, +— a
11 12
a” +m alz ISZ["
a,  ayt+m T | _ ol tyy +—
n
a a a. . +n
nl n2 L]
anl anZ

(Marin Marin, prof. univ. habil. dr.)

S . 1.5p



sau, echivalent,

a,, +m a, -, may+1  ma, .. ma,

a,, Aptm ..  a, ma,  ma,+1 ... ma,,

a, | c‘t"‘2 @, +m ma,, ma, .. oma,+} 1.5p
sau, mai concis, det(A -+ I} = det (MA T I) oo eee e es e Ip
Fie functia polinomiald f{x) = det (A + xI) - det (SA + I} coeeomeeemeeeereeeeee e eeeeeree e, 1.5p
Functia f este identic nuld deoarece are gradul n gi are cel putin 7 -+ 1 ridicini (egalitatea din

enunt are Joc pentru cel putin # + 1 valori distincte a Jui 7.6 V™ weoevevmeeeeeeeeeeeeeeeeerann. 1.5p

Deducem det(A) = det(I) ...covvereereuereicieteieee et eeeee e eese e eaese e e s s eseses s eeres s s enees 0.5p



