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CLASA a XII - a 
 

1. Fie A un inel în care 1±0 cu proprietățile: 

i. a
4
=a

3
, oricare ar fi aA; 

ii. dacă a, b U(A), atunci a+b U(A), unde U(A) este mulțimea elementelor 

inversabile din inel. 

Să se arate că A = Z2. 

Rezolvare: 

Pentru a = -1, cf pct i., (-1)
4
=(-1)

3
, de unde 1=-1, adică 1+1=0  1p 

Aplicând i. pentru a+1 se obține (a+1)
4
=(a+1)

3
  a

4
+4a

3
+6a

2
+4a+1=a

3
+3a

2
+3a+1  a

4
=a

3
+a

2
+a 

  a
2
+a=0 oricare ar fi aA, adică a(1-a)=0.    3p 

Dacă a și 1-a ≠0, atunci ele sunt elemente neinversabile  a+1-a =1 este neinversabil. 

Contradicție          2p 

Rezultă a=0 sau a=1. Deci A = Z2.      1p 

 

2. Să se determine numărul automorfismelor grupului (Z2011, +). 

 

Rezolvare: 

2011 este număr prim  (Z2011, +) este grup ciclic, iar orice element k  Z2011, k≠0 are ordinal 

2011.  2p 

Fie f: Z2011 Z 2011 un automorfism al grupului, f(x+y)=f(x)+f(y), oricare ar fi x, y Z2011.  

Obținem f(k) = k f(1)   3p 

Cum f este inversabilă, adică surjectivă, se obțin 2010 automorfisme. 2p 

3. Fie ),0(: Rf , continuă, cu proprietatea 
)(
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Rezolvare: 

Cu substituția x=-t obținem I = 
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Cu substituția tx 
2


 obținem  
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, de unde  2I=
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4. Fie șirul an=∫
            

      
 

 
, n≥1. Să se arate că șirul este convergent și că limita sa 

este mai mica decât 
 

 
.  

 

Rezolvare: 

Fie F(x)= ∫
            

    
  

 

 
. F’(x)= 

          

    >0,     .  

Obținem că F este crescătoare  F(n) < F(n+1)  an < an+1  șirul an este crescător  an este 

mărginit inferior.  2p 

ln x <x , x≥1  1+ ln x < 1+x  ln (1+ln x) < ln (1+x)  ln (1+ln x) < x 
          

     
 

     

∫
            

    
  

 

 
<∫

 

    
  

 

 
 an<∫

 

    
  

 

 
.  2p 

Calculăm ∫
 

      
 

 
 și obținem an<

 

 
   șirul este mărginit superior, decă convergent  2p 
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.  1p 

 

 

 

 


