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CLASA aXll -a

1. Fie A un inel in care 1+0 cu proprietatile:
i. a'=a’ oricare ar fi aeA,;
ii. dacaa,b gU(A), atunci a+b gU(A), unde U(A) este multimea elementelor
inversabile din inel.
Sa se arate ca A = 7.

Rezolvare:
Pentru a = -1, cf pct ., (-1)*=(-1)*, de unde 1=-1, adica 1+1=0 1p

Aplicand i. pentru a+1 se obtine (a+1)*=(a+1)} < a*+4a’+6a’+4a+1=a>+3a’+3a+1 < a’=a’+a’+a
< a’+a=0 oricare ar fi acA, adica a(1-a)=0. 3p

Daci a si 1-a #0, atunci ele sunt elemente neinversabile = a+1-a =1 este neinversabil.
Contradictie 2p

Rezulta a=0 sau a=1. Deci A = Z,. 1p

2. Sa se determine numarul automorfismelor grupului (Zzp11, +).

Rezolvare:

2011 este numar prim = (Z011, +) este grup ciclic, iar orice element k € Z3p11, k#0 are ordinal
2011. 2p

Fie f: Zy011—> Z 2011 un automorfism al grupului, f(x+y)=f(x)+f(y), oricare ar fi X, y €Z011.

Obtinem f(k) = k (1) 3p
Cum f este inversabild, adica surjectiva, se obtin 2010 automorfisme. 2p
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3. Fie f :R—(0,), continui, cu proprietatea f(—x)= m . Sa se calculeze
X

1 sin®" x

: dx, vneN".
1+ f(x) sin®x+cos™ x
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Rezolvare:

T

2 Hod}
o . f(t sin”"t i
Cu substitutia x=-t obtinem [ = I ®) s > dx . Atunci 21=
1+ f(t) sin”"t+cos™"t
2
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sin“" x sin“" x sin“" x
| dx=2[— o= 1=[— —dx. 3p
' sin" X+ cos*" x 5 SIN?" X +cos™ X 5 SIN" X +cos™ X
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Cu substitutia x = % —t obtinem

K

cos®" x
sin®" X + cos>" x

dx, de unde 2I-jdx—z I=

I= r
2" 4
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n 1+In(1+inx)
1+14
este mai mica decat >

4. Fie sirul a,= f dx, n>1. Sa se arate ci sirul este convergent si ca limita sa

Rezolvare:

Fie F(X) fx 1+lr;(1t-zlnt) dt. F( ) 1n(1+lnx)>0 Vx> 1.

Obtinem ca F este crescatoare = F(n) < F(n+1) = a, < an+1 = sirul a, este crescator = a, este
marginit inferior. 2p

In(1+1
Inx <x,x>1 = 1+Inx<1+x=In (1+In x) < In (1+x) = In (1+In x) < x IO o _x

1+x% 1+x*
<f oadx. 2p
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<— = sirul este marginit superior, deca convergent 2p

. 4 1
lim,, ., a, < <5 1p



