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Clasa a IX-a  

Subiectul 1 

Ecuația devine 3{𝑥𝑥} = 2[𝑥𝑥] + 1 − �𝑥𝑥 + 1
2
� ∈ ℤ 

Cum 3{𝑥𝑥} ∈ [0,3), deducem că 3{𝑥𝑥} ∈ {0,1,2}, deci {𝑥𝑥} ∈ �0, 1
3

, 2
3
�. 

Pentru {𝑥𝑥} = 0, 𝑥𝑥 ∈ ℤ și atunci �𝑥𝑥 + 1
2
� = 𝑥𝑥, [𝑥𝑥] = 𝑥𝑥. 

Astfel, ecuația devine  𝑥𝑥 = 2𝑥𝑥 + 1, deci  𝑥𝑥 = −1. 

Pentru {𝑥𝑥} = 1
3
, avem �𝑥𝑥 + 1

2
� = �[𝑥𝑥] + 5

6
� = [𝑥𝑥], ecuația devine 

 [𝑥𝑥] = 2[𝑥𝑥] − 1 + 1,  [𝑥𝑥] = 0 și  𝑥𝑥 = 1
3
. 

Pentru {𝑥𝑥} = 2
3
,  avem �𝑥𝑥 + 1

2
� = �[𝑥𝑥] + 7

6
� = [𝑥𝑥] + 1, ecuația devine  

[𝑥𝑥] + 1 = 2[𝑥𝑥] − 2 + 1,  [𝑥𝑥] = 2 și  𝑥𝑥 = 8
3
. 

 

 

1p 

1p 

1p 

 

1p 

1p 

1p 

1p 

TOTAL 7p 

Subiectul  2 

Din 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = √3𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 ⇒ (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏)2 = 3𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎. 

Cum  𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 = 1, putem scrie (𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏)2 = 3𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐). 

Atunci  𝑎𝑎2𝑏𝑏2 + 𝑎𝑎2𝑐𝑐2 + 𝑏𝑏2𝑐𝑐2 = 𝑎𝑎2𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑐𝑐 + 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐2. 

Relația de mai sus devine  

 𝑎𝑎2𝑏𝑏2 + 𝑎𝑎2𝑐𝑐2 + 𝑏𝑏2𝑐𝑐2 − 2𝑎𝑎2𝑏𝑏𝑏𝑏 − 2𝑎𝑎𝑏𝑏2𝑐𝑐 − 2𝑎𝑎𝑎𝑎𝑐𝑐2 = 0 și astfel avem  
(𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏)2 +  (𝑏𝑏𝑏𝑏 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)2 +  (𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝑎𝑎𝑎𝑎)2 = 0, de unde  

 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑏𝑏𝑏𝑏. 

Rezultă  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎

= 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑏𝑏𝑏𝑏

= 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑎𝑎𝑎𝑎

, astfel vom obține 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 = 𝑐𝑐 = 1
3
. 
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Subiectul 3 

𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ + 𝐵𝐵𝐵𝐵������⃗ + 𝐶𝐶𝐶𝐶�����⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ − 𝐹𝐹𝐹𝐹�����⃗ + 𝐵𝐵𝐵𝐵�����⃗ − 𝐷𝐷𝐷𝐷�����⃗ + 𝐶𝐶𝐶𝐶�����⃗ − 𝐸𝐸𝐸𝐸�����⃗ . 

Prin urmare, 𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ + 𝐵𝐵𝐵𝐵������⃗ + 𝐶𝐶𝐶𝐶�����⃗ + 𝐸𝐸𝐸𝐸�����⃗ + 𝐹𝐹𝐹𝐹�����⃗ + 𝐷𝐷𝐷𝐷�����⃗ = 𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ + 𝐵𝐵𝐵𝐵�����⃗ + 𝐶𝐶𝐶𝐶�����⃗ = 0�⃗ . 

Cum 𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ + 𝐵𝐵𝐵𝐵������⃗ + 𝐶𝐶𝐶𝐶�����⃗ = 𝐸𝐸𝐸𝐸�����⃗ + 𝐹𝐹𝐹𝐹�����⃗ + 𝐷𝐷𝐷𝐷�����⃗ , vom obține că 2�𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ + 𝐵𝐵𝐵𝐵������⃗ + 𝐶𝐶𝐶𝐶�����⃗ � = 0�⃗ . 

Notăm 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑥𝑥, 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝑦𝑦,𝐶𝐶𝐶𝐶 = 𝑧𝑧. 

Astfel, avem 𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ = 𝑥𝑥
𝑥𝑥+𝑦𝑦

𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ ,𝐵𝐵𝐵𝐵������⃗ = 𝑦𝑦
𝑧𝑧+𝑦𝑦

𝐵𝐵𝐵𝐵�����⃗ ,𝐶𝐶𝐶𝐶�����⃗ = 𝑧𝑧
𝑥𝑥+𝑧𝑧

𝐶𝐶𝐶𝐶�����⃗ . 

𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ + 𝐵𝐵𝐵𝐵������⃗ + 𝐶𝐶𝐶𝐶�����⃗ =
𝑥𝑥

𝑥𝑥 + 𝑦𝑦
𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ +

𝑦𝑦
𝑧𝑧 + 𝑦𝑦

𝐵𝐵𝐵𝐵�����⃗ +
𝑧𝑧

𝑥𝑥 + 𝑧𝑧
𝐶𝐶𝐶𝐶�����⃗

= �
𝑥𝑥

𝑥𝑥 + 𝑦𝑦
−

𝑦𝑦
𝑧𝑧 + 𝑦𝑦

�𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗  + �
𝑦𝑦

𝑧𝑧 + 𝑦𝑦
−

𝑧𝑧
𝑥𝑥 + 𝑧𝑧

�𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ = 0�⃗ , 

𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗ ,𝐴𝐴𝐴𝐴�����⃗  sunt vectori necoliniari, deci 𝑥𝑥
𝑥𝑥+𝑦𝑦

− 𝑦𝑦
𝑧𝑧+𝑦𝑦

= 0 și 𝑦𝑦
𝑧𝑧+𝑦𝑦

− 𝑧𝑧
𝑥𝑥+𝑧𝑧

= 0. 

Prin urmare, 𝑦𝑦2 = 𝑥𝑥𝑥𝑥, 𝑧𝑧2 = 𝑦𝑦𝑦𝑦 și apoi 𝑥𝑥2 = 𝑦𝑦𝑦𝑦. 

Astfel, 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 + 𝑧𝑧2 = 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑦𝑦𝑦𝑦 

⟺ 2𝑥𝑥2 + 2𝑦𝑦2 + 2𝑧𝑧2 − 2𝑥𝑥𝑥𝑥 − 2𝑦𝑦𝑦𝑦 − 2𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0 

⟺ (𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)2 + (𝑦𝑦 − 𝑧𝑧)2 + (𝑧𝑧 − 𝑥𝑥)2 = 0 ⇔ 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 = 𝑧𝑧 ⇔ Δ𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 echilateral. 
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Subiectul  4 

Folosind inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz, obținem 

(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎2𝑏𝑏 + 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)2 ≤

≤ (𝑎𝑎2𝑏𝑏2 + 𝑎𝑎4+𝑏𝑏2𝑐𝑐2 + 𝑐𝑐2𝑎𝑎2)(𝑐𝑐2 + 𝑏𝑏2 + 𝑏𝑏2 + 𝑐𝑐2)

= 2(𝑎𝑎2+𝑏𝑏2)(𝑎𝑎2+𝑐𝑐2)(𝑏𝑏2+𝑐𝑐2). 

Astfel,  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎2𝑏𝑏 + 𝑏𝑏2𝑐𝑐 + 𝑐𝑐2𝑎𝑎 ≤ �2(𝑎𝑎2+𝑏𝑏2)(𝑎𝑎2+𝑐𝑐2)(𝑏𝑏2+𝑐𝑐2). (1) 

Din nou cu inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz avem,  

(𝑎𝑎2+𝑏𝑏2)2 = �√𝑎𝑎 ⋅ 𝑎𝑎√𝑎𝑎 + √𝑏𝑏 ⋅ 𝑏𝑏√𝑏𝑏�
2
≤ 

≤ �√𝑎𝑎
2

+ √𝑏𝑏
2
� ��𝑎𝑎√𝑎𝑎�

2
+ �𝑏𝑏√𝑏𝑏�

2
� = (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)(𝑎𝑎3 + 𝑏𝑏3). 
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 Întrucât  (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)2 ≤ 2(𝑎𝑎2+𝑏𝑏2), se obține  

(𝑎𝑎2+𝑏𝑏2)4 ≤ (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)2(𝑎𝑎3 + 𝑏𝑏3)2 ≤ 2(𝑎𝑎2+𝑏𝑏2)(𝑎𝑎3 + 𝑏𝑏3)2 ⇒ 

(𝑎𝑎2+𝑏𝑏2)3 ≤ 2(𝑎𝑎3 + 𝑏𝑏3)2. 

Analog, (𝑎𝑎2+𝑐𝑐2)3 ≤ 2(𝑎𝑎3 + 𝑐𝑐3)2, (𝑐𝑐2+𝑏𝑏2)3 ≤ 2(𝑐𝑐3 + 𝑏𝑏3)2. 

Prin urmare,  

(𝑎𝑎2+𝑏𝑏2)3(𝑎𝑎2+c2)3(c2+𝑏𝑏2)3 ≤ 8(𝑎𝑎3 + 𝑏𝑏3)2(𝑎𝑎3 + c3)2(c3 + 𝑏𝑏3)2 = 183

⇒ (𝑎𝑎2+𝑏𝑏2)(𝑎𝑎2+𝑐𝑐2)(𝑏𝑏2+𝑐𝑐2) ≤ 18 
(1)
��𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑎𝑎2𝑏𝑏 + 𝑏𝑏2𝑐𝑐 + 𝑐𝑐2𝑎𝑎 ≤ 6. 
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