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1. Si se demonstreze ca numerele distincte &% € sunt in progresie aritmeticd daca si
numai daca are loc relatia:
g+ b¥ ¢ ¥ —ab—be—ca=3(@—- &P -
2. a) Sa se arate ca oricare ar fi &~ @ are loc inegalitatea:
e — al+ [k + al2 2a, ¥ x € R.
b) Sd se arate ca ¥ € Ny 2 1, are loc inegalitatea:
be—nl+blx—nt+ll+#—-+k-1U+k+-1UE-+k+n—- L+ K+nlznnt+ 1l

¢) Determinati valorile reale ale Iui ¥ pentru care are loc egalitate in inegalitatea de la

punctul .
. . A A . a <
3. Fie (an )nZl un sir de numere reale astfel incat a, =a, =11 a,,, =a,,, +3—;,n >1.8S5a
se arate cd @, <2, oricarear fi n>1. (G.M.Nr 11/2012)

4. Fie triunghiul echilateral ABC cu centrul O si M un punct in interiorul triunghiului.
Daca M, M,, M3 sunt proiectiile punctului M pe laturi, sa se arate ca

MM1+MM2+MM3=§MO.

Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp de lucru 3 ore.

Fiecare subiect rezolvat corect se noteaza cu 7 puncte.
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BAREM DE NOTARE

1.
a’+b*+c’—ab-bc—ca=3(a-b)(b—c) < a’+4b> +c* —4ab—4bc+2ca=0 (2p)
4b° —(4ab+4bc)+(a2 +2ac+cz) =0 < 4b —4b(a+c)+(a+c)2 =0 (3p)
[2b-(a+c)] =0 2b-(a+h)=0o2b=a+c (3p)
adica numerele sunt in progresie aritmetica. (2p)

2.a) k—al+lx+al=la—xl+k+alzla—x+ x+ al=2a conform  inegalitatii
triunghiulare.
) (2p)
b) In inegalitatea de la punctul precedent atribuim lui a toate valorile de la 1 la n si
obtinem:
() b Rl e e 2w ie=Tn,
(Ip)
Sumand inegalitatile precedente obtinem:
be— el fr—me | L)+ -+ =1+ | L+ -+ fr+un—-1+ r+nlz20 | 2 - F )= nG | 1)ivr el
(Ip)
¢) Egalitatea are loc daca si numai dacd are loc egalitate in toate inegalitatile (*),
adica
be— i+ +kl=2kvk=1n
(Ip)
Dar ecuatiile b — kl+ ke + kel = 2k ay solutiile ¥ & kil ¥ k=T n
(Ip)

%

xe[|Fem =F11
Prin urmare, Re=i

(Ip)



3.
Fie P(n): a, <2, (V)n>1
P):a=1<2, P(2):a,=1<2

(1p)
Presupun P(m) adevirata pentru orice m<k+1 < a, < 2,(V)m <k+1,k>1
(Ip)
a a ., = i
k+2 k+1 3k
By — A all:j a k
3 = a.k+2 a2 = ? + 3—2 + 3_k
al
a3 - a2 = ?
(2p)
., 1< 2 + 2 +.+ 2 =
k+2 3 32 3k
(2p)

<:>ak+2<2—3Lk<2

Conform Principiului Inductiei Matematice a, <2, oricare ar fi n>1.

(Ip)
4.Fie MM, L BC,M, e BC, MM, L AC,M, € AC, A
MM, L BA,M, € BA
FG|AC,HI|BC,DE|AB, FGNHINDE ={M},
F,H e AB, D,GeBC, E,l e AC (2p)
Triunghiurile MDG, MEI, MFH sunt echilaterale iar MM, MM,
MM; sunt mediane. (1p)

-

MM, = (D + MG). MM :%(W+W),

—M3=%(W+—F) (1p)

1 Y T M e
MM1+MM2+MM3:5(MD+MH+MG+MI+ME+MF):5(MB+MC+MA):
(1p)

(triunghiul ABC este echilateral = O este centrul de greutate al triunghiului = conform

relatiei lui Leibniz) = %W)’

(2p)



