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SUBIECTUL I:  

Considerăm  șirul (𝑎𝑛)𝑛≥1, definit prin 𝑎1 > 0 si 𝑎𝑛+1 =
𝑎𝑛

√1+
𝑎𝑛

8

𝑛

4
. 

Să se demonstreze că șirul este convergent și să se calculeze
n

n
a


lim .  

G.M. Nr 2/2018 

Soluție: 

Evident 𝑎𝑛 > 0 , (∀)𝑛 ≥ 1 ⇒  (𝑎𝑛)𝑛≥1 mărginit inferior ……………………………………..1p 

Din 𝑎𝑛+1 =
𝑎𝑛

√1+
𝑎𝑛

8

𝑛

4
 ⇒ 

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
=

1

√1+
𝑎𝑛

8

𝑛

4
< 1, (∀)𝑛 ≥ 1 ⇒  (𝑎𝑛)𝑛≥1 descrescator ………………2p 

Deoarece (𝑎𝑛)𝑛≥1 este descrescător și mărginit inferior ⇒(𝑎𝑛)𝑛≥1 este convergent ………….1p 

Avem √1 +
𝑎𝑛

8

𝑛
  

4

= 
𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
 ⇒1 +

𝑎𝑛
8

𝑛
=

𝑎𝑛
4

𝑎𝑛+1
4  . 

⇒
𝑎𝑛

8

𝑛
=

𝑎𝑛
4

𝑎𝑛+1
4 − 1⇒ 

1

𝑛
=

1

𝑎𝑛
4 ∙𝑎𝑛+1

4 −
1

𝑎𝑛
8 <

1

𝑎𝑛+1
8 −

1

𝑎𝑛
8      ………………………………………….1p 

Prin însumare obținem: 
1

𝑎𝑛+1
8 −

1

𝑎𝑛
8 >

1

1
+

1

2
+ ⋯ +

1

𝑛
, (∀)𝑛 ≥ 1 

⇒
1

𝑎𝑛+1
8 >

1

𝑎𝑛
8 +

1

1
+

1

2
+ ⋯ +

1

𝑛
, (∀)𝑛 ≥ 1 

⇒ 0 < 𝑎𝑛+1
8 <

1
1

𝑎𝑛
8 +

1

1
+

1

2
+⋯+

1

𝑛

…………………………………………………….………………1p 

Deoarece  n→+∞
 lim (

1

1
+

1

2
+ ⋯ +

1

𝑛
) = +∞ ⇒ n→+∞

 lim  𝑎𝑛 = 0 ……………………………………….1p 

 

SUBIECTUL II  

Se consideră matricele  RnMBA ,  2,,   nNn . 

a) Demonstrați că    0det 2  nIAA  

b) Arătați că pentru nOBA   este îndeplinită relația:   0det 22  nIBABA   

Soluție: 

a) Deoarece AAIIA nn  , atunci avem 

       2 2det detn n n n n nA A I A I A I A A I A I A I              , unde 

012    ………………………………………………………………………………....2p 

și deducem

           
22det det det det det det 0n n n n n nA A I A I A I A I A I A I                

Deci   0det 2  nIAA   …………………………………………………………………...……2p 

b) Observăm că   nnn IBBIAAIBABA  2222 ……………………………..2p  

Adică aplicând punctul a) obținem   0det 22  nIBABA ……………………………………………..1p 
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SUBIECTUL III  

 

Se consideră șirul de termen general 
2

20

1 cos cos 2 ... cos
lim ,

n

n
x

x x nx
a n N

x





   
    

a) Calculați 1a  și 2a . 

b) Calculați Nnan ,  

c) Calculați 

n
n

k k
n a

k
ln

1

12

8

1
lim 









 




  . 

 

Soluție: 

a)  a1 =x→0
 lim 1−cos x

x2 =  x→0
 lim

2∙sin2x

2

x2 = 2 ∙
1

4
=

1

2
…………………………………………...…….1p 

 a2 =x→0
 lim 1−cos x∙(1+cos22x−1)

x2 = a1+x→0
 lim sin22x

x2 =
1

2
+ 4 =

9

2
 ………………………….…...1p 

 

b)  an =x→0
 lim 1−cos x∙cos2x∙⋯∙cosn−1(n−1)x∙(1+cosnnx−1)

x2  

 

𝑎𝑛 = an−1+x→0
 lim

(1 − cos nx) ∙ (1 + cos nx + cos2nx ⋯ + cosn−1nx)

x2
=  an−1 + n x→0

 lim
2 ∙ sin2 nx

2
x2

= 

= an−1 + n ∙ 2 ∙
n2

4
= an−1 +

n3

2
 

Din an = an−1 +
n3

2
, rezulta ca an =

n2(n+1)2

8
, oricare n ∈ N∗. ………………………...……2p 

 

c)  
1

8
∑

(2k+1)

ak
  n

k=1 = ∑
(2k+1)

k2∙(k+1)2
n
k=1  = ∑

1

k2
n
k=1 − ∑

1

(k+1)2
n
k=1  = 

= 1 −  
1

( n+1)2 = 
n2+2n+1−1

( n+1)2  = 
n2+2n

( n+1)2 =
n(n+2)

( n+1)2 . …………………………………………….1p 

 

 n→+∞
 lim (

1

8
∑

(2k+1)

ak

n
k=1 )

ln n

=  n→+∞
 lim (

n(n+2)

( n+1)2)
ln n

=  n→+∞
 lim (1 +

−1

( n+1)2)
ln n

= e
− n→+∞

 lim ln n

( n+1)2 =

e0 = 1…………………………………………………………………………………………..2p 

Am folosit: n→+∞
 lim ln n

( n+1)2 =  n→+∞
 lim

ln 
n+1

n

2n+1
= 0 

 

SUBIECTUL IV:  

Se dă matricea  RMA 2
21

01










 . 

a) Determinați 
 NnAn ,  

b) Arătați că există matricele  ZMCB 2,  astfel încât 33 CBA   

 

REZOLVARE: 

a) Calculăm 











43

01
2A , 












87

01
3A  …………………………………………..…….1p 
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și deducem 
1 0

1 2 2

n

n n
A

 
  

 
              …………………………………………..………..1p 

rezultat care se verifică prin inducție matematică …………………………………………2p. 

b) Folosind relația Hamilton-Cayley avem: 22

2 23 OIAA   și 2

23 23 OAAA  …….1p,  

adică   2

3

2 IAIA  ……………………………………………………………………..1p 

 

Deci,   2

3

2 IIAA  . Alegem 2IAB   și 2IC   și obținem că există matricele 

 ZMCB 2,  astfel încât 33 CBA  ……………………………………………………..1p 

 


