OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA - 16.02.2019
BAREM DE CORECTARE
CLASA A XI-A

SUBIECTUL I:

Consideram sirul (a,)ns1, definit prin a; > 0 si apy; = —=—.
1420
Sé se demonstreze ca sirul este convergent si sa se calculeze lima,,.
G.M. Nr 2/2018
Solutie:
Evidenta, > 0,(V)n = 1= (a,)ns Marginitinferior .....................oooin Ip
H n n 1
Dina,,, = 4\[‘1781 > aa: = W <1,(V)n=1= (a,),s1 descrescator .................. 2p
1+7 1+7
Deoarece (a,),»1 este descrescator si marginit inferior =(a,,),>; €ste convergent ............. Ip
8 8 4
Avem |1+ =fn o 4 %o o
n an+1 n An+1
S _ e g t__ 1 1 1 1 1
T a T IP T T T E SR T e p
Prin insumare obtinem:
! 1>1+1+ +1(v) >1
a8, a1 2 n =
! > ! +1+1+ +1 (Vn=>1
: — — —_— —_— cee —_—
a,, a1 2 n =
8 1
j O < an+1 < i781+%+%+“.+% ------------------------------------------------------------------------------- 1p
Deoarece 7, G + % + 4 l) =400 MM @ = 0 i 1p
SUBIECTUL 11
Se considera matricele A,Be M, (R) ,neN*' ,n>2.
a) Demonstrati ca det(A2 + A+ In)Z 0
b) Aratati ca pentru A- B =0, este indeplinita relatia: det(A2 +B*+A+B+1, )2 0
Solutie:
a) Deoarece A-1, =1, -A=A, atunciavem
A+ A+l =(A=cl,)(A-el, )= det( A+ A+1, ) =det(A—zl,)(A-el, ), unde
B e Lm0 o, 2p
si deducem
det(A?+A+1,)=det(A+el,)det( A—el, ) =det(A—zl, )det(A—el,)=|det(A—el, )| 20
DeCi det(A2 + At 1, )20 oo 2p
b) Observamcd A% +B%+A+B+1, =(A2+ A+ 1, BZ+B+1,) oo, 2p
Adici aplicand punctul a) obtinem det(A? + B2 + A+ B+ 1, )2 0.ooovoscc e 1p
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SUBIECTUL Il

o . 1-C0SX-C0S” 2X-...-C0S" NX .
Se considera sirul de termen general a, =lim 5 ,neN
X— X

a) Calculati a, si a,.
b) Calculati a,,ne N*

Inn
¢) Calculati Iim[122k+1J .

N—>+o0 o A

Solutie:
. X
—lim 1-€0SX _ [im ZISmZE =2. 1_1 1
a) A S0 T T X0 T T T T et p
_lim 1—cosx-(1+cos?2x-1) lim sin?2x _ 1 _ 9
Ay =450 2 = a;+x,9 = —3 +4 = S e 1p

b) 4. =lim 1—cos x-cos?x-+-cos" 1 (n-1)x-(1+cos"nx—1)
n

—x-0 X2

., NX
3 iim (1 —cosnx) - (1 + cosnx + cos®nx -+ + cos"~'nx) B . 2 - sin? >
A, = an—_1+450 2 =ap 1ty 0—— =
n? n3
=an_1+n-2-z=an_1+7
3 2 2
Dina, =a,_; + n? rezulta ca a,, = - (n8+1) oricare n € N, L 2p
1en (@k+D) _wn  @k+) _wn 1 g 1
C) 8 Zk:l ak - Zk=1 k2-(k+1)2 - 2k=1 K2 2k=1 (k+1)2
1 1 _n?+2n+1-1 _ n?+2n _ n(n+2) 1
I T Rt T REDT T (mai)Ec e s p
lim (Lyn @D\ gy e \P gy s\ s
N+ (szk=1 ak ) T Do ((n+1)2) T Dodw (1+ (n+1)2) =€ =
B0 = L., 2p
Inn 1 In ™2
it lim — lim n_ _
Am folosit: "7, (D7 = o g 0
SUBIECTUL IV:
5 . 1 0
Se da matricea A= 1 2 € MZ(R).
a) Determinati A",ne N”
b) Aritati ca existd matricele B,C e M 2(Z)astfel incit A=B®*+C?
REZOLVARE:
(10 , (10
a) Calculam A° = C AT S Ip
-3 4 -7 8



b)

1 0
si deducem A" :[ j ............................................................. 1p

1-2" 2°
rezultat care se verifica prin inductie matematica ...............c.ovevriiiiiiirinriieeienannnn.. 2p.
Folosind relatia Hamilton-Cayley avem: A* —3A+21, =0, si A*-3A% +2A=0,....... Ip,
AQICE (A= 1, ) = A |y e 1p

Deci, A=(A—1,) +1,. Alegem B=A—1, si C = I, si obtinem ci existd matricele
B,C e M,(Z)astfel INCat A=B3+C>........oooiiiiiiiiiiiii e, 1p



