OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 9 februarie 2024
Solutii

Clasa a XII-a

b
1. Fie a,b € R si multimea G =R\ {_Z} Definim pe R operatia ”%” prin

1—-0b
x*y:a(x2+y2)+4:Uy+(b2—6):c+by+T, x,y € R.

(a) Determinati a,b € R, astfel incat restrictia operatiei "x” la multimea G sa
determine pe G o structura de grup abelian.

(b) Calculati g xx x...xz, x € G, n € N*, in ipoteza ca (G, *) este grup abelian.
AR

de n ori

Ioana Masca

Solutie.

(a) Conditia zxy = y*x, Va,y € G este echivalentd cu b*> — 6 = b, de unde
obtinem b€ {—2,3}. ... 1 punct
Pentru e € GG, conditia x xe =2, Vo € G implicaa=0............. 1 punct

i. Pentrua=0g¢i b= -2, avem:

ii.

TxY = 4xy—2x—2y+%, TxY = 4(x—%) (y—%) —I—%, Ve,ye G = R\{%}
Deoarece (33 — %) (y — %) #0,Va,y# %, multimea G = R\ {%} este parte
stabila a lui R 1n raport cu ”%”. Se verifica elementar ca operatia ”*" este
asociativa, admite elementul neutru e = % € G si orice element z € G este

simetrizabil, cu simetricul 2’ = % + 6( L ) eG.................2 puncte
16(z—5

1
2

Pentru a = 0 si b = 3, avem:
vy = doy+ 3043y~ 1= 4o+ 3) (5 + ) - ¥, Yoy € G =R\ {3,

Operatia astfel definita nu este asociativa.................... ... 1 punct
(b) (G, *) este grup abelian pentru a = 0 §i b = —2. Se demonstreaza prin inductie
dupa n € N* relatia g xx % ... x & = 4”*1(x — %)n + %, VreG. ....2 puncte

de n ori

2. Fie (G,) un grup finit, card(G) = n € N, n > 3. Aratati ca urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:

(a) (G,-) este grup comutativ.
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(b> an yn—l = (:C ’ y)n—l’ Va,y € G.
(C) " yn—2 = (y ’ m)n—27 vxay €aq.

Ovidiu Pop
Solutie. Evident, (a) = (b) si (&) = (¢) «.evvriiiii 1 punct
Au loc relatiile:
card(G)=n = a"=¢,Va€G = a"'=a, VaeG............... 1 punct
a2 =a"2 VacG unde a2 = (a) ... 1 punct
(ab) P =b7la ™, Va, b€ G ..o 1 punct
(b) = (a).
Fie z,y € G. Avem
—1\—1 —1\—1 —_1\n—1 —1\n—1 (b) —1 —1\n—1
wy=(a7) () =@ ) =) =
1 1yl AT R
=@y =) () =
P 2 puncte
(c) = (a).
Fie z,y € G. Avem
-1,-1, -1, - -2 - n—2, n—2 (©) n— —
x1x1y1y1:x2y2:x 2y 2:(y3:) 22(@/1’)2:
12 1 —1\2 11—
= ((y2)™)? = (a7 'y ™) = aly ey
Din relatia de mai sus, obtinem (dupa simplificari): 7'y~ = y~12~!, de unde, prin
inversare, deducem yx = Ty. ..., 1 punct

. Fie f : (0,00) — R o functie continua gi F' : (0,00) — R o primitiva a lui f cu
proprietatea ca F(x) + x - f(x)-lnxz > 0, Vo > 0. Demonstrati ca orice primitiva a
functiei F' este monotona.

Romeo Ilie
Solutie.
Definim functia ¢ : (0,00) = R, g(x) = F(z)Inz, V2 > 0.

F F 1
g (z) = (F(z) ln:v)/ = f(z)Inz + (z) = (z) +of(z)Inz >0, Vx> 0.
T x

Rezulta ca functia g este monoton crescatoare pe (0,00) ............ ... 2 puncte
G(1) = 0 1 punct
z€(0,1)=g(z)<0=Fla)he<0=F(z)>0 .............oooin . 1 punct
re€(l,o0) = g(x) >0= Fx)lne>0= F(z) >0 ................. ... 1 punct
Prin continuitate, rezulta F'(1) > 0. Astfel, F(z) >0, Vo >0............ 1 punct
Atunci, orice primitiva a functiei F' este monoton crescatoare............. 1 punct
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4. Calculati / M
1 + 6290—1
0
Gazeta Matematica

Solutie.

1
Notam I — / sinme) g,

1 + 621‘—1

0
Cu schimbarea de variabila y = 1 — x, obtinem:

0 _: 1 2y—1 .2
sin(m — 7y) , eV~ sin(my)
[= [ BT g gy = [ ST g
/1 Trora LW /0 e R

e 3 puncte
Rezulta:

1
. 1 22—1 1
1 2
2[:/ Sln(ﬂ-‘r) dx—i—/ Lm(ﬂ-x)dx:/ Sjn(ﬂx)dx:——COS(Tf.’L')’(l):_-
0 0 T
0

14 2ot el 1 7T
S 3 puncte
1
ACUNCT T = — 1 punct
T
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