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Solutii
1. Se expliciteaza modulele.

Cazul I: xe (—oo, —1) . Ecuatia devine 3" +3*—4=0.

Se face substitutia 3 =t > 0si se obtine ecuatia 3t —12t +1=0 cu solutiile

+ —_
t,= G_f >0. Cum log, 6 ;)/ﬁ € (—oo,—l) si log, 6+;’/§ & (—oo,—l) rezulta ca solutia
in acest caz este S, = {log3 6_;/£}

Cazul II: Xe[—l,O). Ecuatia devine 3" +3 -4=03 =1 X=0€[—l,0).
Deci S, =90

Cazul I1l: x€[0,0). Ecuatia devine 3" ~3.3*=0<>0=0.
Deci S,, =[0,%)

Solutia finala este S = {Iog3 6 _;/g}u[o,oo)

2. Sestiecd f este bijectivd dacd si numai daci ecuatia f (X) =2, X € R are solutie unica
pentru orice Z € A.

Fie ze A,adica zeCcu |Z| =1lsiz#-1.
-1

i(z+1)

Din f(X)zZsi Z #—1se obtine X =

Rimane de aritat ca X R.
Sestiecd Xe R < x=X

_ ) ‘ 5
Se foloseste ca z-z2 = |Z| =1si se calculeaza

z-1

Se obtine x= i(z+l)

e R solutie unici a ecuatie f (X) =2
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3. Se verifica ‘z+z‘ +‘z—z‘ =2(|z| +‘z‘ ),Vz,z eC
Se aplica relatia de mai sus, pe rdnd, numerelor z, iz, , z, §i z, respectiv z, §i z, .

Din |z,+2,| +|z,-2,[ :2(|21|2+|22|2) si 2,42, +]z,— 2z, :2(|22|2+|z3|2) , folosind

ipoteza, se obtine |2, —2,|=|2,—z,|. Analog |z,—7,|=[z,- 1|

Fie A, B,C imaginile geometrice asociate numerelor complexe z,,z,, z, distincte doua cate
doua cu |Z1| = |Zz| :|23| #0

Se deduce ca punctele A, B,C sunt situate pe un cerc avand centrul in originea reperului

cartezian si raza |Z1| >0

Din |2,—2,|=|z, — 7;| =|z, — 2,| rezulta AB=BC =CA, ceea ce arati ca triunghiul ABC
este echilateral.

4. Senoteazd Igx=a,lgy=b,lgz=c
Din x,y,z>1=a,b,c>0.

: . a b
Inegalitatea de demonstrat devine + + 1(*).

b+2c c+2a a+2b
Notand b+2c=A,c+2a=B,a+2b=C se aratd ca

a_ _1C 4B, b 1 é+4C 2] ¢ 1B 4R sl uaBcsosi
bi2c 9lA A “Jcr2a 9 B ) ar2p 9lC C

ramane de demonstrat é E - A B C -629 (*¥)
B A C A

Din inegalitatea mediilor rezulta

A E>2E E>29+—>2§z—+B+C>3 ceea ce demostreaza (**).
B A C B A C B C A

Altfel, se aplica inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz:
2 .
(€ +X+X) (Y7 + Y2 +Y3 )2 (XY + %Y, + XY, ), VX, Y, eRi€{1,2,3)

. ﬂ a . B
Notand At a(b+2c)=y,
Se obfine (Z ) j(za(k” 20)) > (Za)z si raméne de aratat (a+b+c)2
b+2c -

3(ab+bc+ca)
Cu a®+b?+c*>ab+bc+ca (a-b) +(b—c) +(c—a)° >0 (adev.) sau din nou CBS.
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1. Se expliciteaza modulele ..........ccceeevvieenieeennennns Ip

Cazul I: xe (—00, —l) . Ecuatia devine 3" +3*-4=0.

Se face substitutia 3* =t > 0si se obtine ecuatia 3t*> —12t +1=0cu solutiile

+ —
t,= 6_;/§ >0.Cum log, 0 ;/@ e(—oo,—-1)si log, 6+\/_ ¢ (—o0,—1) rezultd ca solutia
in acest caz este S, = {Iog3 0 _;/@} ....................... 3p
Cazul Il: xe [—1,0). Ecuatia devine 3" +3 -4=0=3 =1 x=0¢ [—l, 0).
DECI S|, =@ i 1p
Cazul I11: x€[0,0). Ecuatia devine 3" ~3.3* =0 0=0.
DECi Sy =[0,00) oo 1p
Solutia finald este S = {Iog3 6 ;/ﬁ}u[o, ) 1p
2. Sestiecd f este bijectivd dacd si numai daci ecuatia f (X) =2, X € R are solutie unica
PENLIU OFICE ZE Ao 1p
Fie ze A,adica zeCcu |Z| =lsiz#-1.
Din f(X)zZsi Z # —1se obtine X = - 2 2p
i(z+1)
Ramane de aratat cd Xe R.
Se stie € X ER € X = X coovvevereeeieissereeiessesssseesses s 1p
Se foloseste ca z Z= |Z|2 =1si se calculeaza
—X= 2—11_ e 2p
i(z+1) —i[i+1j
z-1 . - .
Se obtine x= ( 1) e R solutie unici a ecuatie f (X) =z..1p
Z+
Altfel, fiInjectiVa.......c.ooievieiiieiieeeceeeeee e 2p
f SULJECHIVAL .eeiiiiieciieee et 4p

CONCIUZI......iiie e 1p
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3. Se verifica ‘z+z"2+‘z—z"2=2(|z|2+‘z"2),Vz,z'e(C ................ 3p

Se aplica relatia de mai sus, pe rand, numerelor z, siz, ,z, §i z, respectiv z, §i z,
Din |z+2,| +|z-2,| = 2(|21|2 +|22|2) si |2,z +]z, -z = 2(|zz|2 +|23|2) , folosind
ipoteza, se obtine |z, —z,| =|2,— z;|. Analog |2, —7,| =2, = 2] cecvvvvveiiiicccc 3p

Fie A, B,C imaginile geometrice asociate numerelor complexe z,,z,, z, distincte doua cate
doua cu |Z1| = |22| =|23| =0

Se deduce ca punctele A, B,C sunt situate pe un cerc avand centrul in originea reperului

cartezian si raza |21| >0

Din |Z1 - 22| = |Z2 - 23| = |Z3 = Zl| rezulti AB=BC =CA, ceea ce arati ca triunghiul ABC

ESte ECHIIALEIAL..........ccvecece e 1p
4. Senoteaza Igx=a,lgy=b,lgz=c Din x,y,z>1=4a,b,c>0...... 1p
: . a b
Inegalitatea de demonstrat devine + + >1 (*)...1p

b+2c c+2a a+2b
Notand b+2c=A,c+2a=B,a+2b=C se arata ca

a :1(9+4E_2) b 1[é+4C 2), ¢ 1(B+4é—2)cuA,B,C>Osi

b+2c 9\A A c+2a 9 B a+2b 9\C C

ramane de demonstrat (é j ( j ( j (A B Cj 629 (*).....
B A c A

Din inegalitatea mediilor rezulta

A B B A A B
—+—2>2,—+ 9_2 E+—_2 i —+— +C>3 , ceea ce demostreaza (**)...2p
B A C B A C B C A

Altfel, se aplica inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz:
2 .
(€ +X 45 )(VE+Y5+Y5 )2 (XY + %Y, +3¥5) . %, Y, e Rie{L 2,3} .1p

Notand aA(b+2C) = V., . 2
otan /b+CX1 (b+2c)=y, P

Se obtine (ij(Za(b + 2C)) > (z a)2 ............................................. 2p

(a+b+c)2
3(ab+bc+ca)

si ramane de aratat ca





