OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 9 februarie 2024
Solutii

Clasa a XI-a

1. Fie matricea A € My(C) cu proprietatile: det(A) = 0 i det(A+1y) = 1. Demonstrat;:

(a) A2 = 02.
(b) det(A + kl,) este patrat perfect, pentru oricare k € Z.

Ovidiu Pop

Solutie.
(a) Fie A = (CCL Z) Conform ipotezei, ad —bc = 0 si (a +1)(d + 1) — bc = 1.
Rezulta tr(A) =a+d=0 ... 2 puncte
Cum A? —tr(A)- A+det(A)- [, =0, avem A2=0y ............. 2 puncte

(b) det(A + k) = det(A) + k - tr(A) + k? = k? - patrat perfect........ 3 puncte

)
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2. Fie A= [0 0 1] gi X € M3(Z) astfel incat X20% = A.
1 00
(a) Demonstrati ca AX = X A.

(b) Determinati matricea X.

Gazeta Matematica, enunt modificat

Solutie.

(@) AX = X202 = XA 2 puncte
a b c

(b) Din relatia AX = XA, rezulta X = ¢ a b|,a,b,c€Z......... 1 punct
b ¢ a

Din X2 = A = det(X?"?3) = det(A) = a®> + b + ¢ — 3abc =1 ... 1 punct
Deci, (a+b+c)[(a—b*+(b—c)*+(c—a)?|=2.....c.ccoviiin 1 punct
Cum a,b,c € Z, si (a —b)* + (b —¢)* + (¢ — a)* > 0, sunt posibile cazurile:

: {a—i—b—i—c:Q
i.

. Sistem fara solutii in Z ...1 punct
(@=b2+ (b= +(c—a)?= : P
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{a+b+c:1
(a=b)2+(b—-c)P+(c—a)P?=2

cu solutiile Intregi (a, b, c¢) € {(1;0;0), (0;1;0), (0;0;1)}.
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Ecuatia X?2923 = A este verificatd doarde X = [0 0 1] =A .... 1 punct
1 00
1 —si 1
3. (a) Demonstrati ca lim $ =—.
z—% COS*T 2
(b) Fie sirul de numere reale (z,),>1, definit prin
= lim (1 —sin)(1 —sin*z)(1 ; sin®z) - ... (1 — sin” .:1:)7 01,
z—Z cos*"™ x
Demonstrati ca sirul (z,,),>1 este divergent.
* K %
Solutie.
l—sinz 1
I ————— = . 3 cte
(a) xg% cos? x 2 pun
o k=l
. i " sink i (1 —sinx) i:ZO sin’ x ﬁ P \ t
Tp,=lim || ———— = lim =]||==="...3 puncte
S cos? T cos? x S22 p
lim 274 — oo implica lim x,, = oo, deci (z,),>1 este divergent..... 1 punct
n—oo ITp n—o00 -
4. Fie (an)n>1 un sir de numere reale strict pozitive, cu proprietatea a,.; = 27",

pentrun € N*. Fie f : R - R, f(x) = 27*. Presupunem cunoscut faptul ca ecuatia
(f o f)(x) = x admite o solutie unica = € (0,1). Demonstrati ca sirul (a,),>1 este
convergent.

Romeo Ilie
Solutie.
Prin inductie, se demonstreaza a, € (0,1), Vn>2...................... 1 punct
Avem a,,1 = f(a,), n € N*. Rezulta an0 = (f o f)(a,), n € N* ........ 1 punct
Functia f este strict descrescatoare. Rezulta ca functia fo f : R — R este strict
CTESCALOATE .« o ettt et ettt e e e et e e 1 punct



Deducem ca subsirurile (as,)n>1 §i (a2n-1)n>1 sunt monotone, cu tipul de mono-
tonie indicat de ordinea primilor doi termeni ai fiecarui subsir (demonstratie prin
inductie) si marginite, deci convergente................ ... .ol 2 puncte

Fie £ = lim ag, € [0,1]. Trecand la limita in relatia agy,po = (f o f)(ag,) =272 ™"
n—oo
obtinem /¢ = 2727 = (f o f)(¢). Conform enuntului, ¢ = z¢, deci lim ag, = .
n—oo
Analog demonstram lim as,_1 = xo. Rezulta ca girul (a,),>1 este convergent, cu
n—oo -
HIMITA g« oo 2 puncte



