Olimpiada nationald de matematica
Etapa locala, 5 martie 2016, Caras - Severin
Clasa a IX a (Barem de corectare si notare)
1. Pentru orice numere naturale nenule m si n se noteaza E(m,n) = Jm? +3n.
(a) Determinati numerele naturale m pentru care (m+1)-E(m,m)=3m+1.
(b) Calculati partea intreagd a numarului E(n,n).

(c) Aritati ca dacd m,n,peN" si m® +n? <2p?, atunci E(m,m)-E(n,n)<E%(p, p).

. 3
(@ E(m,m)= sm +11<3:me{0,1} ; singura solutie a problemei: m =1 3p)
m+
(b) Deoarece n® +2n+1<n®+3n<n?+4n+4,vneN", deducem (2p)
n+1<E(n,n)<n+2,deci [E(n,n)]=n+1
2, 2

c) Inegalitatea mediilor conduce la E(m,m)E(n,n) < m +n ;3(m+n).

_ 5 y (2p)
Folosind (m+n) sz(m +n )rezulté

2, 2 2
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EmmEr) s TN (m+n) _2p 2P _E%(p,p)

2. Se considerd un triunghi ABC si punctele M, N, P pe laturile [BC],[ AC], respectiv [ AB],
BM CN AP 1

pentru care —— =—— = == Demonstrati ca, dacd 2- PE = PN si 2-BF =BC, atunci
CA AB 3
AM =2.EF.
—_— e = — 1 2
AM:AB+BM:AB+§BC 2p)
— == —— — 5
EF:EN+NC+CF:...:%AM )
Solutie alternativa : Fie T un punct pe (BC) astfel ca CT = %CB .Deducem ca TNAP
este paralelogram,deci AT trece prin mijlocul lui (PN), adica A,E,T sunt coliniare si E
este mijlocul lui (AT);cum F este mijlocul lui (MT) , avem ca EF este linie mijlocie Tn
ATM , de unde concluzia e imediata.
3. Se considera o multime M de numere reale care are urmatoarele doud proprietati:
(1) 1eM.
(2) daca xe M si (x+2y)eM ,atunci ye M .
Aratati ca:
@ %e M ; (b) 2in € M pentru orice numar natural n.
3
1+2-0eM=0eM ; 0+2-1=1€ M :)16 M si 0+2-1=1€M :>1€M (3p)
2 2 4 2 4
4
Acum, ioe M , iar daca ie M , deducem (4p)
2 2"




1 1 1 . . e .
0+2- =—eM = € M .Demonstratia este astfel incheiatad prin inductie
2n+1 2n 2n+l
matematica.

4. Se considera functia f:R —>R, f(x)=4Xx—3 si multimea M ={g ‘R>R/fog=go f} .
(a) Aratatica My .

(b) Demonstrati ca daca g € M, atunci g(1) este un numar intreg.
f g

(a) de exemplu g :R—>R,g(x):%3 sau g(x)=1 S

(b) f(a)=a=a=1, (1p)
asadar singurul numar real a pentru care avem f(a)=a este a=1 (*)

f(g@)=9(f Q)= f(g@)=9(@) ; in baza observatiei (*) se ajunge la g(1) =1eZ (3p)




