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Problema 1. Si se determine numerele reale pozitive x pentru care elementele multimii {xz, {z}, [z]}
formeaza o progresie geometrica.

Problema 2. Sirul de numere reale (z,),~, verificd z1 =2 si 1 =1+ /Ty — Tp—1, n > 2. Sd se
arate ca: a

a) xn, =1+ 2129+ ... - TH_1, oricare ar fi n > 2.
b) xil+m—12+...+i<1, oricare ar fi n > 2.

G.M.-B nr. 11,/2009

Problema 3. Fie ABC D un paralelogram si fie Q, M puncte in planul siu astfel incat QA+QB = QD
si MA+ MB = DB.

a) Aritati ci QB = AD si 2AM = BC.
b) Daci P este punctul de intersectie al dreptelor AB si QM, demonstrati cd PA+ PD + PQ = 0.

G.M.-B nr. 11/2012

Problema 4. Fie a, b, ¢ respectiv lungimile laturilor BC, CA, AB ale triunghiului ABC. S& se arate
c& punctul I este centrul cercului inscris in triunghiul ABC daci si numai dacid

alA+bIB+cIC = 0.

Nota:
e Timp de lucru: 3 ore.
e Toate subiectele sunt obligatorii.

e Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 si 10.



Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala, 9 Februarie 2013
Clasa a IX-a

Solutii si Barem de notare

Problema 1. Se observa cd pentru x = 0 conditia este verificata................................ 1p

Dacd x € (0,1), atunci [z] = 0, {x} = = si elementele 0, z, x,cu x # 0, nu pot forma o progresie
BEOTNEETICH. . « o ottt ettt ettt e e e e e e 1p
Fie x > 1. Atunci {x} < [z] < z, iar elementele multimii {x, {z}, [z]} formeaza o progresie geometrica
dacd i numai daci avem a{z} = [2]% ... 2p
Relatia z{z} = [z]? implici 22 — 2 [2] — [2]* = 0. Deducem z = 1%5 [] oo 2p
Insd cum 2 < [x] + 1, se obtine @ [z] <1, adicd [z] < ﬁ = 1+T\/5 <2 Ip
Rezulta [z] = 1, deci x = 1%5 ................................................................ Ip
Concluzie. = € {0, 1*—2‘/5} ....................................................................... 1p

5 1 1 1p

otal. .. e 10 p
Problema 2. a) Avem (2,1 — 1)? = 2, — 2,1, de unde rezulti z, = 1 — x,_1 + 22 _,, oricare ar fi
Tl e e 1p

Se demonstreaza cd propozitia P (n) : &, = 1 + 129 - ... - &1 este adeviratd oricare ar fi n > 2
prin inductie matematiCa dUPE 70.. . ... v vttt ettt et e e 1p

Pentru n = 2, avem x2 = 1 — 2+ 4 = 3, deci 2 = 1 + x1, prin urmare P (2) este adeviratd... 1 p
Presupunem ca P (n) este adevaratd pentru un n > 2, deci xp, = 1 + 122+ ... - Tpp—1.
Deducem oy 11 = 1 —2p+22 = 14 (zy, — 1) 2 = 14+ (2122 ... - Tpy_1)@p, adicd propozitia P (n + 1)

ESEE A VAT A A, . e 2p
b) Se observa ca termenii girului sunt nenuli. Atunci, prin impartire cu x122 - ... - 12, propozitia
: 5 LIS 1 _ 1 1 5 5 :
de la a) este echivalentd cu propozitia T E T = mm e o Tz este adevarata oricare ar fi
T 2 2T 1p
| 1 1 1 _ 1 1 1 1 _
Deducem succesiv 2o + o+ + oo+ sme s S n tn t et ag Tames =

_ 1 1 1 _ 1 1 _ :

—z—1+x—2+@—x—1+x—1—1,or1carearﬁn22 .............................................. 2p
Cum ooz, > U, se obtine inegalitatea dinenunt .................. .. . 1p
OfICIU « . e 1p

Total . ... 10 p

Problema 3. a) Din QA + QB = QD deducem ci QD este diagonald in paralelogramul ADBQ, de

unde rezultd ¢ QB = AD. ..o 2p

Din MA+ M B = DB, folosind regula triunghiului de adunare a vectorilor liberi, deducem M A +
(MA + E) = DA+ AB, de unde 2M A = DA, sau 2AM = AD. Cum AD = BC, rezulti egalitatea

2AM = BC. In particular, deducem ci punctul M este mijlocul segmentului [AD]. ............. 2p
b) Stabilirea configuratiei geometrice, eventual figura ........ ... .. .o i 1p
Punctul P este intersectia a doud mediane ale triunghiului ADQ, deci este centrul de greutate al
triunghiulul ADQ) . .. o 2p
Concluzia: P centrul de greutate al triunghiului ADQ implici PA+ PD 4+ PQ =0. ......... 2p
O I . oo 1p
otal. .. 10 p

Problema 4. Fie AA’, BB, cu A’ € [BC], B’ € [AC], doui dintre bisectoarele interne ale triunghi-
ului ABC.

Aplicand teorema bisectoarei se obtine BA’ = FCCB—C’, AB' = aLJrCA—C’ ........................ 2p
Se obtine apoi AA’ = &E—F ﬁccA—C, BB' = —AB + aLJFCA—C .............................. 1p
Cum I € (AA’), existd un numar real x € (0,1) astfel incat AT =z AA ...................... Ip



Deducemﬁz(%— )E—F%A—C ..................................................... 1p

J— [ xb _ _xc
Vectorii BI si BB’ fiind coliniari, rezultd 55— = 2%, de unde se obtine z = a-lfl;ic ......... 1p

_ _ _ a+tc
Prin urmare avem Al = #AB oo AC 1p
Deducem apoi al A+bIB+cIC = (a+b+¢)[A+bAB+cAC = (~bAB — ¢AC) +bAB+cAC = 0.
Prin urmare centrul cercului inscris in triunghiul ABC' verifica relatia din enunf................. 1p
Reciproc, E I’ un punct care verific relatia datd. Deducem ci (a + b+ c¢) [T’ = 0, si cum a+b+c #
0, rezultd c& II’ = 0, adica punctele I si I’ coincid. ....... ..ot 1p
O i CIU .« e e 1p
otal. .. 10 p

Observatie. Solutia trebuie sa includa o demonstratie a expresiei vectorului de pozitie al centrului
cercului inscris in triunghi.

Nota:Orice rezolvare corectd, completa sau partiald, va fi notatd cu punctajul corespunzator.



