Olimpiada n#éonali de matemati;Etapa loca, 15 februarie 2014,Clasa a IX a, Barem de evaluare

(1) a) Notandx=[x] +a,a0[0,]) si y=[y]+3,40[0,]) , deducemz f=0,25i @=0,15 | (2P)

saua =0,65
Se obin imediat perechil€x, y) = (1,15;3,2si (X,y)=(0,65;4,2 (1p)
b) pentru & egalitatea trebuieisiba loc pentru orice nuam real x, ea trebuie&saiki loc, printre
altele, pentrux = 1 . Rezult ca {1} + {3} = O+iL . (1p)
n n n n

Daci n=3 aceagt relgie revine la0 = 1 , fals. Asadar pentrun = 3egalitatea din enymu are
n

loc pentru orice xOR . Raman de tratat cazurile=1si n=2.

o Pentrun=1 egalitatea din engrlevine{x} +{x+1 ={x} +1, adic {x+1 =1 care nueste | (1p)
adevrati pentru oricex (DR (este chiar falspentru oricex (OR )

o pentrun =2 egalitatea din engmevine laf x} + {x+%} ={2x} +%

adici x—[x]+ X+ 2 —{x+—l} =2x-[2/] o1 , deci la[2x] =[] +[x+l} , care este identitateg

2 2 2 2 (2p)
lui Hermite, adedrati pentru orice nu#r real x.
Asadar singurul nu#r natural care satisface egalitatea din ¢este n=2.
(2) (i) de exempluf (x) = x—1(justificare !) (2p)
(i) pentrua=b=0= f (0)< 0 (1) (1p)

Deosebim cazurile: (If 1) = f (-1)=1; luam a=1,b =-1in inegalitatea din engigi ajungem la| (1p)
f(0)= 2, contradigie cu (1)

o @ (1p)
(n f@)=1,f 1)=-1 Luim a=1b=-1si se ajunge laf (0)= 0= f (0)=0
Pentrua=b=1= f(2)= 2, iar pentrua=2,b=-1= f (2)< 2, deci f(2)=2 (2p)
(3) Remard@m pentru inceput, din a doua efieaci nON, apoi imediatn # 0 (1p)

Folosind inegalitatedix + y)? < 2(x® + y2) deducem & 4" < 2n3 = n< 2 (se demonstreaprin | (3P)
indugie ¢ 4" > 2n®,OnON n> 3

Pentrun =1se ajunge la un sisteriri soluii intregi 1p)
Pentrun = 2 se giseste unica soltie (x,y) =(2,2) (2p)
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@) TN=1AC si AP="AB (2p)
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TR=TN +NR=£AC+MN (1p)
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TR=£AC+MC+CN =}AC+—180+—1CA (1p)
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TR=}AC—}AB (1)
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PT:EAC—EAB (1)
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(1p)

PT :gﬁ si astfel se deduce imediat concluzia dorit

Noti: Evident, orice alt soluie corecl se punctedizcorespunitor.

Observage: pentru o solie elementar se poate consulta GM 9/2013, pagina




