OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala - 10.02. 2024
BAREM DE CORECTARE - Clasa a XII - a

PROBLEMA 1. S4i se calculeze:
/2 — cos? x + sin 2x
a)

———dx; b) / arcsin (cos?°?3 1) dx.
l+e?+sin“z 0

Barem de corectare. Avem:

2 — cos? x + sin 2z —e % 4+ sin2x
de = 1 dr =x+1In (1 + e ® + sin? C(3
a)/ 1+ e +sin’x o /( +1+e—x+sin2m) r=z+n(l+e™ +sin’z) +C(3p)

T s
b) Dacd I = / arcsin (cos?°?3 z) dz, prin substitutia 5 — T = t, se obtine c&
0
3
I= / aresin (sin®? z) dz. ... (3p)
-3
Dar, cum functia f (z) = arcsin (sin®**® z) este impard, rezultd ca I =0............... (1p)

PROBLEMA 2. Fie G un grup cu 10 elemente, cu elementul neutru e. Sa se arate ca daca
existd doud elemente distincte a,b € G \ {e}, astfel incat a? = b? = e, atunci grupul G nu este

abelian.

Barem de corectare. Deoarece a # b si a® = b* = e, rezultd cd ab ¢ {e,a,b} . Asadar, multimea

H ={e,a,b,ab} are 4 elemente. ........ ... ... i (4p)
Daca grupul G ar fi comutativ, atunci multimea H ar fi un subgrup al lui G,............... (2p)
ceea ce contrazice teorema lui Lagrange, deoarece 41 10. ... ..., (1p)

PROBLEMA 3. Si se determine functia f : R*—R pentru care multimea

G={ A®z) = §f§x> z € R*

are o structura de grup abelian in raport cu operatia de inmultire a matricelor.

Barem de corectare.

Deoarece, pentru orice elemente =,y € R*, A(z)- A(y) = A(y) - A(x), obtinem ci

z-fy)+f@)=y-f@)+fy) -1 -f)=@-1) f(y).

Asgadar, pentru y = 2 se obtine cd f(z) =a(r—1),undea ER........... ...l (4p)



Astfel,

Alx) = , Yz eR"

siA(z)-A(y) =A(x-y) € G, Vz,y € R*. Cum operatia de inmultire a matricelor este asociativa,
1

L=A(1)eGsiA(x)'=A (—) € G, V x € R* rezultd cd G este un grup abelian. ..... (3p)
T

PROBLEMA 4. Fie f : R —R o functie continua si /' : R —R o primitiva a lui f. Sa se arate

ca nu exista a, b € R*, astfel incat
flax —bF (x)) =azx+b, VaxeR.

Barem de corectare. Presupunem ca exista doua numere a,b € R* care verifica relatia din
enunt.

Consideram functia g : R —R, definita prin g (z) = ax — bF (x).

Astfel, din f (g (x)) = ax + b obtinem c& functia f o g este bijectiva, de unde rezulta cd g este
injectiva, iar f este SUIJECtIVA. .. ...t (3p)
Din faptul cad functia ¢ este continud si injectiva, obtinem c& ¢ este strict monotond. ...... (2p)

Dar, cum g este derivabild, cu ¢’ (z) = a — bf (z), rezulta ca
a—bf(r)<0,VzeR sau a—-bf(x)>0,VzeR

ceea ce contrazice surjectivitatea lul f.... ... . . (2p)

'Fiecare corector acords un numir intreg de puncte;
2Qrice altd rezolvare corectd se puncteazs corespunzitor.



