
OLIMPIADA NAŢIONAL¼A DE MATEMATIC¼A

Etapa local¼a - 10. 02. 2024

BAREM DE CORECTARE - Clasa a XII � a

PROBLEMA 1. S¼a se calculeze:

a)
Z
2� cos2 x+ sin 2x
1 + e�x + sin2 x

dx; b)
Z �

0

arcsin (cos2023 x) dx:

Barem de corectare. Avem:

a)
Z
2� cos2 x+ sin 2x
1 + e�x + sin2 x

dx =

Z �
1 +

�e�x + sin 2x
1 + e�x + sin2 x

�
dx = x+ln

�
1 + e�x + sin2 x

�
+C(3p)

b) Dac¼a I =

Z �

0

arcsin (cos2023 x) dx; prin substitu̧tia
�

2
� x = t; se ob̧tine c¼a

I =

Z �
2

��
2

arcsin
�
sin2023 x

�
dx: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

Dar, cum funçtia f (x) = arcsin
�
sin2023 x

�
este impar¼a, rezult¼a c¼a I = 0: . . . . . . . . . . . . . . (1p)

PROBLEMA 2. Fie G un grup cu 10 elemente, cu elementul neutru e. S¼a se arate c¼a dac¼a

exist¼a dou¼a elemente distincte a; b 2 G r feg ; astfel încât a2 = b2 = e; atunci grupul G nu este

abelian.

Barem de corectare. Deoarece a 6= b şi a2 = b2 = e; rezult¼a c¼a ab =2 fe; a; bg : Aşadar, muļtimea
H = fe; a; b; abg are 4 elemente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4p)
Dac¼a grupul G ar � comutativ, atunci multimea H ar � un subgrup al lui G; . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

ceea ce contrazice teorema lui Lagrange, deoarece 4 - 10: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1p)

PROBLEMA 3. S¼a se determine funçtia f : R�!R pentru care muļtimea

G =

8<:A (x) =
0@ x f (x)

0 1

1A������ x 2 R�
9=;

are o structur¼a de grup abelian în raport cu opera̧tia de înmuļtire a matricelor.

Barem de corectare.

Deoarece, pentru orice elemente x; y 2 R�; A (x) � A (y) = A (y) � A (x) ; ob̧tinem c¼a

x � f (y) + f (x) = y � f (x) + f (y), (y � 1) � f (x) = (x� 1) � f (y) :

Aşadar, pentru y = 2 se ob̧tine c¼a f (x) = a (x� 1) ; unde a 2 R: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4p)



Astfel,

A (x) =

0@ x a (x� 1)
0 1

1A ; 8 x 2 R�
şi A (x)�A (y) = A (x � y) 2 G; 8 x; y 2 R�: Cum opera̧tia de înmuļtire a matricelor este asociativ¼a,

I2 = A (1) 2 G şi A (x)�1 = A
�
1

x

�
2 G; 8 x 2 R�; rezult¼a c¼a G este un grup abelian. . . . . . (3p)

PROBLEMA 4. Fie f : R!R o funçtie continu¼a şi F : R!R o primitiv¼a a lui f: S¼a se arate
ca nu exist¼a a; b 2 R�; astfel încât

f (ax� bF (x)) = ax+ b; 8 x 2 R:

Barem de corectare. Presupunem ca exist¼a dou¼a numere a; b 2 R� care veri�c¼a rela̧tia din
enuņt.

Consider¼am funçtia g : R!R; de�nit¼a prin g (x) = ax� bF (x).
Astfel, din f (g (x)) = ax + b ob̧tinem c¼a funçtia f � g este bijectiv¼a, de unde rezult¼a c¼a g este
injectiv¼a, iar f este surjectiv¼a. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3p)

Din faptul c¼a funçtia g este continu¼a şi injectiv¼a, ob̧tinem c¼a g este strict monoton¼a. . . . . . . (2p)

Dar, cum g este derivabil¼a, cu g0 (x) = a� bf (x) ; rezult¼a c¼a

a� bf (x) � 0 ;8 x 2 R sau a� bf (x) � 0 ;8 x 2 R

ceea ce contrazice surjectivitatea lui f . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2p)

1Fiecare corector acord¼a un num¼ar întreg de puncte;
2Orice alt¼a rezolvare corect¼a se puncteaz¼a corespunz¼ator.


