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Problema 1
. 1
Calculati: dx, x>0.
J. x(x2012 + 2013)

Gazeta matematica

1 1 J« 2013+ x*%% — x* 2p)

Solutie: dx =
I x(x2°12+2013) 2013 x(x2°12+2013)
2012 2012
[ X - (1p)
2013 x(x +2013) x(x +2013)
1 1 XZOll
2013 (x x2012+2013J (1p)
_ L(ln X———In(x®2 + 2013))+c | 2p)
2013 2012
Din oficiu: 1 p
Problema 2

11
Se considerd matricea A:(l J si multimea:

Gz{xaeMARMXa=b+aAa>—%}

a) Aratati cd G este parte stabild a lui M, (R) in raport cu inmultirea. Stabiliti, apoi,
cd (G,-) este grup abelian.

b) Demonstrati ¢ functia f:G—>R, f(X,)=In(2a+1) este izomorfism intre
grupurile (G,-) si (R,+).

c) Calculati X, -X;-... Xﬁ(n € N*).

2 2 2

Solutie: a) X, X, €G, a,b>—%.

X, X, =1, +aA+bA+abA’ =1, +(a+b+2ab) A= X, ;.0 (1)

Pentru orice alta rezolvare corecta se acorda punctaj maxim



a+b+2ab>—%<:>(2a+1)(2b+1)>0 adevarat, Va,b>—% )

Din (1) si (2) = G este parte stabild a lui M, (R) in raport cu inmultirea. (1p)
Se verifica axiomele grupului:

G,) Tinand cont ca G este parte stabild a lui M, (R) in raport cu inmultirea matricelor , iar
inmultirea in M, (R) este asociativa, deducem ca si inmultirea in G este asociativd;  (0,25p)
G,) Intrucat X, -X, =X =X =X,-X,, oricare ar fi X_, X, €G, rezulti ci
inmultirea iIn G este comutativa; (0,25p)
G,) Cum I, =X,€G, rezultaca |, este elementul neutru pentru inmultirea in G;  (0,25p)

G,) VX, €G,3(X,)" =X, G, astfel incat X, X, =1,.

a+b+2ab b+a+2ba

X Xyo=l & X, 20 = Xg ' =~ >—l. Deci, X,,=X , G, ceea ce aratd ca
1+2a 2 “Tioa
orice element din G este inversabil. (1p)
Din G,)-G,) = (G,-) este grup abelian.
b)
Injectivitatea: Fie X,, X, €G astfel incat f (X,)=f(X,)=In(2a+1)=In(2b+1)=
=a=b= X, =X,.Prinurmare functia f este injectiva. (0,25p)
b —
Surjectivitatea: Vb e R, 3X, G astfel incat f(X,)=b<a= ° 5 L —%.
Deci 3X, = =X, , €G astfel incat f(X,)=b. (0,5p)

Morfismul: f (Xa Xy )= f (Xpipiow ) =IN(4ab+2a+2b+1)=In(2a+1)(2b+1) =
=In(2a+1)+In(2b+1)= f (X, )+ f(X,), VX, X, €G. (0,5p)
Deci f este izomorfism intre grupurile (G,-) si (R,+).
0) X, Xy = X,pp = X .
b b-+2ab 2(a+%)(b+%]—%
Se demonstreaza prin inductie matematica relatia:
X - X, ... X, =X :
& % & 2"’1(a1 +%)(a2 J%] . ( a, +%)—%
Atunci X, - Xy Xy =X, (2p)
2 2 2 3
Obs. Se poate folosi si punctul b)

Din oficiu: 1 p
Problema 3
Calculati: I%szmxcos[ln(xﬂ)]dx,x>0.
Solutie:
I%xill)nx cos[ In(x+1) Jdx = I— cos[ In(x+1) ]dx—j— cos| In(x+1)]dx=(1p)

Pentru orice alta rezolvare corecta se acorda punctaj maxim



= J.(—lj -cos[ In(x+1) Jdx—[Inx-[sinln (x+1)] dx= (1p)

X

=——.cos[ln(x+1)}—j§.sin In(x+1)-xi+1dx—

—Inx-sinIn(x+1)+.|'%-sinln(x+1)dx= (1p)

:—1-cos[ln(x+1)]—j(l—il]-sin In(x+1)dx—

X X+

—Inx-sinIn(x+1)+.|'%-sinln(x+1)dx= (1p)

=——.cos[ln(x+1)]—_|é~sin In(x+1)dx + Xiﬂ-sin In(x+1)dx -

—Inx-sinIn(x+1)+J'%-sinln(x+1)dx= (1p)

=—=-cos[ In(x+1)]—cos[In(x+1) |-Inx-sin[ In(x+1)]+C (1p)
Din oficiu: 1 p

Problema 4

Determinati primitivele functiei f :[0,7] — R primitivabild, care verifica relatia
f (x)sinx— f (7 —x)=cos’ x, Vx &[0, ].
Solutie:
Din relatia din enunt, pentru x:= 7 —x, deducem: f (z—x)sinx— f (x)=cos*x. (1) (1p)
Din relatia din enunt, prin inmultire cu sin x deducem:

f (x)sin® x— f (7 —x)sinx=sinxcos’x. (2) (1p)
Adunand (1) si (2), deducem [1+sinx+ f (x)]-cos® x=0. (3) (1p)
Din (3), obtinem:

Cazl. cosx=0=>x= % . Din relatia din ipoteza se obtine f (x)=f (%j =a. (0,5p)

Caz 2. Pentru x e [O,ﬂ]\{%} , L+sinx+ f (x)=0. (0,5p)

-1-sinx, xe [0,%]\{%}
Astfel:  f(x)= ,aeR. (0,5p)
a, x="2
2

Daca aeR\{—Z}, f are punct de discontinuitate de speta I in x=% = f nu are

proprietatea lui Darboux si deci f nu admite primitive. (0,5p)

Conform enuntului, f admite primitive si deci a=-2 si prin urmare, f (x) =-1-sinx

pentru orice x €[0, 7] si deci F(x)=-x+cosx+C. (1p)
Din oficiu: 1 p

Pentru orice alta rezolvare corecta se acorda punctaj maxim



