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PROBLEMA 1

Demonstrati ca sirul (an) este o progresie aritmetica daca gi numai daca:

neN”
a, +2a,+2a,+ +2a,, +a, =(n—l)(al +an), VneN,n=3.

Solutie:

Demonstrati ca sirul (an )ne y+ €ste o progresie aritmeticd dacd i numai daca:
a, +2a, +2a,+ +2a,, +a, :(n—l)(a1 +an), VneN,n2=3.

=" (a,) _ progresie aritmeticd, a, +2a, +2a, +...+2a, , +a, =

=2(a1+a2+ ..... +an)—(a,+an)=(a]+an)n—(a,+an) ......................................... 2 punct
= (N = TN (@) 8, ) crvrereeeeeeseeiees ettt I punct
"<"Notdm a, —a, =rsi P(n):a, —a, , =4, n23 ..o, I punct

a,+2a,+a,=2(a, +a,) <a,—a,=a,—a, =r=a,,a,,a, sunt in progresie aritmetica de
ratie, deci P(3) este adevarata............ccooeeiiiiiiiiiiiiieee e e Ipunct

Fie n > 3.Presupunem P(n) adevarati, deci a, =a, +(n—1)r. Scidem egalitatea din ipoteza
pentru n termeni din cea pentru n+1 termeni si obtinem

an +an+1 :al +nan+1 _(n_l)an C>an +an+1 :an _(n_l)r+nan+l _(n_l)an
<a,, =a, +r,deci P(n+1)este adevarata..............cccceceevuenenennens 2 punct

P(n) este adevarata Vne N,n>3, deci (an )neN* este progresie aritmetica.

PROBLEMA 2

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia {x}— {2014x}= x.

Solutie:

Ecuatia se scrie sub forma {2014x }= —[x] ........................... I punct
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Deoarece {2014X} € [0,1), rezultd ca [x] € (— 1,0] ...................... I punct

Atunci [x]: 0, deunde x e [0,1) .......................................... 1 punct

Astfel {2014x}= 0,deci 2014x=keZ,deunde x= 2L ................. 2 puncte

Solutiile ecuatiei sunt de forma x =

k14, unde k €{0,1,..,2013}.............. 2 puncte

PROBLEMA 3
Aratati ca:

a)x’ =3x+2>0,Vxe [0,00)

b) Daca a,b,ce(O,oo) si l+l+l£3 catunci a* +b* +c* >3 .

a b c
Solutie:
a) x° —3x+2:(x—1)()c2 —x—2):(x—1)2(x+2)20, Vx >0 cu egalitate pentru x =1
.....3 puncte
b) x* —3x+2>0 rezultd x° > 3—2, VX € (0,490) . .ooiiieiiiiiieee e 2 puncte
X
a’ ZS—E
a
. 2
deci 1b 23—5 ............................................................. 1 punct
c? 23—2
c
. 2 2 2 1 1 1
de unde prin adunare a” +b" +c¢~ 29 -2 _+Z+_ >29-2.3=3........... 1 punct
a c
PROBLEMA 4

Pe cercul C de centru O se considera punctele distincte A, B, C. Demonstrati ca daca

|0A + 0B| = |0B + 0C| = |0C + 04| atunci AB = BC = CA.

Solutie:

Avem OA + 0B = OE; OB + OC = OF (se construiesc paralelogramele OAEB si OBFC
(suntromburi))= OF = OF ... ... .. i, 3 puncte
= AOBF = AOBE (L.L.L) = 4EOB = 4FOB = 4 A0OF = AB0C = AB = BC



cev e .3 pUnCte

Analog se aratd ca AB=AC deci rezultd concluzia............................. 1 punct
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Clasa a X-a

PROBLEMA 1

Rezolvati ecuatia 2>~ —1=1log, (1 + x).

Solutie:
Fie f:R—(-10) f(x)=2"-1.
Ecuatia se scrie:  f ( f (x)) =f (x) ,deunde f ( f ( f (x))) =X e 2 puncte

Daci f(x)<x = f(f(x))<f(x) (f estecrescitoare), deunde f(f(x))<x.
Rezulti f(f(f(x)< f(x)<x, deci f(f(f(x))<x,imposibil,ptci  f(f(f(x))=x.

Deci inegalitatea f (x) <x esteimposibila................ 2 puncte

Daci f(x)>x = f(f(x))> f(x)>x,deunde f(f(x))>x side aici
FF(F(x)> f(x)>x, deci f(f(f(x))>x, imposibil.
Rezulti deci ca f(x)=x, V¥ xeR, deci ecuatia din enunt este echivalenti cu 2* —1= x.

............................ 2 puncte

Functia f:R— (— 1, oo), f (x)z 2" —1 este convexa, iar functia g(x): x este liniara.
Rezulta ca ecuatia f (x)z g(x) are cel mult 2 solutii.

Numerele 0 si 1 verifica ecuatia, deci S={0,1}  .................. 1 punct.

PROBLEMA 2
Fie functia f:R—R, f(x)=2sin2x+8(sinx+cosx)+3.

Determinati imaginea functiei f .

Solutie:
Notdm sinx+cosx=t¢€ l— V2,2 J si prin ridicare la patrat:
l+sin2x=¢>, deunde sin2x=1>—1.

Rezulta cd f(x)=g(t)=2( —1)+8t+3=2r> +8r+ 1,1 |-v2, 2]
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................................................ 3 puncte

Avem: g(-+2)=4-8v2+1=5-8J2
g(\/z):4+8\/§+1:5+8x/§

Functia /#:R —>R, A(x)=2x"+8x+1 are minimul m= h(— %) = h(-2)=-7...3 puncte

dar —2¢|-+2, V2| Deci Tmf=|5-8v2,5+8v2) ool I punct

PROBLEMA 3

Fie n>2 numadr natural si a,b doud numere reale pozitive. Sa se arate cad

n(%+</5)£ 2(\/Z+\/E+n—2).

Solutie:

Scriem a =4Va Va 1-1-1 de (1=2) O 1 eoovoeeoceeeseeeeeeees e 1 punct

Din inegalitatea mediilor (m, <m,) avem

MZ'{/\/E-\/;-I-I- ..... -IS\/Z+ arlelv.+l 3 puncte
n

deci(=’{/\/;~\/2~l~1- ..... 1SM ......................... 1 punct
n

PROBLEMA 4
Notim cu M,N,P,Q.R si S mijloacele segmentele (BC),(CD),(DE),(EA),(MP) respectiv

(NQ) dintr-un pentagon convex ABCDE . Ardtati cd RS | AB.

Solutie:

Fie A(a), B(),C(c), D(d) si E(e) afixele varfurilor pentagonului.............. 1 punct
Cum M,N,P,Q.R si S mijloacele segmentele (BC),(CD),(DE),(EA),(MP) respectiv

(NO)  atunci M[c;bj,N(d;—C),P(e;d),Q(e;a) ...................... 15  puncte s

R(e+d1—c+b}s(e+a:d+cj ................................ 1,5 puncte




Pentru a demonstra ca RS |l AB verificam daca

—-a . e+a+d+c
eR" unde s=

=—— i
s—r 4 ;
e+d+c+b
P o e s 1 punct
4
. . b—a .
Prin calcul obtinem = =—4eR .,
s—r a-Db

2 puncte deci RS || AB
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PROBLEMA 1
a b c
FieXeM3(C), X=|0 a b|.Sasecalculeze X",neN .
0 0 a
Solutie:
a 0 0 0 b c
X sedescompune X =A+B,unde A=|{0 a O|=al,siB=0 0 b| Seobservica
0 0 a 0 0O
A-B=al,-B=B-al,=B-A........................ I punct
X"=(A+B) =C A" + C A" B+ ..k C"B" ..o, 1 punct
A=al,, A? :azl3, ...... A" =a"l,, VneN ... 1 punct
0 0 b 0 0O 0 0O
B>=|0 0 0/, BB=/0 0 0|=0,=B"=|0 0 0,VneN n>3
0 0O 0 0O 0 0O

a
Dupa inlocuire se obtine X" =| 0 a" na" ... 2 puncte
0
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PROBLEMA 2
Notam cu M = {X eM, (R)I X*-X-6I,=0, } Demonstrafi ca:
a) Daci Ac M = A este inversabilisi A~ = é(A -1,)

(_1)n+1 . 2n + 3}1

b) Daci A, BeM = A"-B"= 5 -(A-B)
Solutie:
a) AeM = A(A-I) =6I, = det A det(A-I,) =6 = det A#0 = A este inversabila
.................... 2 puncte

b) A2-A-6L=0, IA'">A-L-6A"=0, A™ =%(A—12) .......... 2 puncte

b)Daci A, BeM = A’=A+61]
B’=B + 61

Procedam prin inductie :

e Severificausor P(1)si P(2) ... 1 punct

e P(n) —»P(n+l)
A" = AL A= A" (A +61) = A"+ 6- A™' . Analog
Bn+1 — Bn + 6 Bn—l
Deci A™' -B™' = (A" B") +6(A™ -B" )= ... 2 puncte
(_1)n+1 LN 43 (_1)n+l pn-l 4 gl (_1)n+2 Lpnel 4 gl

_ - (A-B)+6- - (A-B)= - (A-B)

PROBLEMA 3

5 ) ) (m - 1)2 X +1
a) Sa se determine m € R, astel incat lim =-1.
X 3x+2

*

ln(x"+x"_1+...+x+1) N
, ne .

b) calculati limita: lim
x—0 nx

Solutie:

a)
1 1
(m—1) x> +1 i B (m—1)2+7 _ —X'\/(m—1)2+xz__|m_1|

lim = lim = lim = e
x>0 3x+2 x>0 3x+2 x>0 ( 2) 3
x| 3+—
X
........................................................................ 2 puncte



b) Limita se poate scrie sub forma:

2 n
ln[1+(x+x Footx )} x+ X7+ x" x4+ o+ x"

lim 5 =1-im—— =
10 X+x +..+x" nx X0 nx
: x(1+x+x2+---+xﬂ) R B R i |
=lim =lim =_
x—0 nx x—0 n n
................................................................................. 4 puncte
o ln[1+u(x)]
Observatie: s-a folosit hm(—) =1, pentru u(x)—0.
xX—>a u x
PROBLEMA 4
Fie sirul (a, )n>1 definit prin a; =1 si a,,, = In , n=1. Sa se calculeze
- 1+na,
1 ( 1 2 n J
hm—4 —F— . +— |
m—on \a a, a,
Solutie:

Sirul (a,)_, are termenii strict pozitivi. a, >0=>(a, ) _, sir marginit inferior
a

n+l __

<1 = sirul este strict descrescitor. Asadar (a,) ,  este sir convergent

a, _1+nan
.......................................... 2 puncte
Fie /=lima,.
Dacd >0, atunci lim(I+na,)=o = lim—=2 =0 =[=0, fals.
n—w n%oo1+nan
Prin urmare lima, =0.
.......................................... 1 punct
Aplicam succesiv lema Stolz-Cesaro:
n+l1 (n+1)1+nan
im— | L 2 | = lim % imy _ .=
eptla, a, T a, 'H“’(n+1)4—n4 now [(n+1)2—n21(n+1)2+nzj
1
| —+n | ) —+n
=lim nr -lim ;1" =—lim zn -limal”2 = .iiiieee...2 puncte
o0 2p4+1 o220 +2n+1 220" +2n+1 o n
1
L—i+1 T, —i+1
1. a,, a, 1. a, a, 1. n+l 1
= —lim—~———=—lim =— S eeeevereeeenneeees 2 puncte
40 (n 1) —n® 4= 2n+1 4n>=2n+1 8
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PROBLEMA 1
1 00

Fie Alm)=|m 1 1|eM,(R) si G={A(m)meZ}.
1 00

a) Aratati ca (G,-) este grup
b) Aratati ca (G,-) este izomorf cu grupul (Z,+)
¢) Rezolvati ecuatia (A(m))" = A(S), meZ,neN".

Solutie:

a) A(m) - A(k)= A4k +1)  eeeeeeeeeeeccrreee e e e e e e e e e s e e aranaees Ipunct

Inmultirea matricelor este asoCiativa  ......ooiiiiiiii i e Ipunct
1 00

Elementul neutrueste ¢ = A(=1)=| =1 1 1[€G ireeevrrrrreeereereerrrrreeeeeesennne Ipunct
1 00

Simetricul lui A(m) este A(— m-— 2) ............................................................ Ipunct

b) Aplicatia f : G — Z, definita prin f(A(m))=m+1 este
1) DIJECHIVE e Ipunct
2) MOTTISIM e Ipunct

¢) Avem f(A(m, )A(m, )..A(m, )= f(AGm, )+ f(A(m )+ + F(A(m,)).
pentru orice m,,m,,...,m, € Z; in particular f (Ak (m))z kf (A(m)) ..................... 0.5puncte

Deci nf(A(m))= f(A(5)) sau n(m+1)=6, de unde solutiile
(1,5), (2,2), (3,1), 6,0) (n este prima COMPONENTA) +everrrrereesaronsosssnsossssnsonsonssans 0.5puncte
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PROBLEMA 2

. . . sin ax+£,dacéx¢0
Aratati cd functia f :R — R, definita prin f(x) = x°

0 ,dacax=0
are primitive pe R, pentru orice a,b € R.
Solutie:
3 b
) X~ cos ax+—2,x¢0
Fie g:R >R, g(x) = X 2puncte
0 , x=0
ljng g(x) = lirr(g x’ cos[ax + %j =0, deci g este continud in 0, deci continud pe R ...... Ipunct
x> x> X
hn&M = lir% x° cos(ax + %) =0, deci g este derivabilain 0, decipe R ...... Ipunct
X X X X
. 2 b 3 . b . b
Pentru x#0, g (x)= 3x” cos| ax+— |—ax’sin| ax+— |+2bsinf ax+— | ......... 1punct
X X
2 b 3 . b
) 3x~ cos ax+—2,x¢0 X~ sin ax+—2,x¢0
Deci g'(x)= X —a X + 2B (X) o Ipunct

0 , x=0 0 , x=0

Dacd b =0, atunci f este continua pe R, deci are primitive, iar daca b #0,

din egalitatea g'=u—av+2bf rezultd cd f are primitive. ............ccevvvvvinieennnnn.. Ipunct
PROBLEMA 3
Determinati primitivele functiei f :R—> R, f(x)= w
(x=2x)" +4
Solutie:
(x—1)(x* —2x)
X o S e 2 puncte
T = e+ P
Notim x> —=2x =t = 2(x — Ddx = dt = (x —)dx = % ................................... 1 punct
Asadar F(x) = [ f(0)dx=[ Yt 1 punct
’ t'+4 2
Notim #° =u = 2tdt = du = tdt = a’_2u ...................................................... 1 punct
1 1 1 u
F(u)=- Au=—arctg — 4 C ..o 1 punct
W= g =g b
2 2
F(x)= éarctg % O 1 punct



PROBLEMA 4
Fie (G-) un grup si f:G—=G o functie injectiva  astfel  incat

Flx?- FO)) = x71- flxy).Vx, v € G. Sd se arate ca x* = e,¥x € G.

Solutie:

Daci in relatia din enunt luim x = e (elementul neutru) avem f [f [}F]} = f(v)
.................................. 2puncte

Cum f este injectivd rezultd f(¥) = v,¥¥ €6 deci f = 1; (functia identicd a multimii

Avemf[xz-f[}r]}=x:-f[}=']=x2'}r ......................................................................... Ipunct
ST T ) = X X Ipunct
jardeaici x% ¥y = x - xy = X7 Y =¥ = X7 T @ 2puncte



