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PROBLEMA 1 

Demonstraţi că sirul   *
Nnna   este o progresie aritmetică dacă şi numai dacă: 

            .3,,1222 11321   nNnaanaaaaa nnn  

 

SoluĠie: 

DemonstraĠiăcăăsirulă   *
Nnna   esteăoăprogresieăaritmeticăădacăăşiănumaiădacă: 

                .3,,1222 11321   nNnaanaaaaa nnn           

 " "    *n n N
a  progresieăaritmetică,ă 1 2 3 12 2 ... 2 n na a a a a       

       1 2 1 1 12 .....
n n n n

a a a a a a a n a a          .........................................2 punct 

  n1 aa1n  ......................................................................................................1 punct 

" " Notămă raa 12  si 4 :)( 1  nn aanP , 3n ...........................................1 punct 

 31321 aa2aa2a  3 2 2 1a a a a r      321 a,a,a sunt in progresieăaritmeticăădeă

rație,ădeciăP(3)ăesteăadevarată................................................................. .................1punct 

Fie .3n  Presupunem P(n) adevarată,ădeciă  r1naa 1n  .ăScădemăegalitateaădinăipotezaă

pentru n termeni din cea pentru n+1ătermeniășiăobținemă 

      n1nn1nnn1n11nn a1nnar1naaaa1nnaaaa  
raa n1n   , deci P(n+1) esteăadevarată.....................................2 punct 

P(n) esteăadevaratăă , 3n N n   , deci   *n n N
a   

este progresie aritmetică. 

 

PROBLEMA 2 

Rezolvaţi în mulţimea numerelor reale ecuaţia     x=x 2014x . 

 

SoluĠie: 
 
EcuaĠia se scrie sub forma    x= 2014x         ………………………1 punct                                                         
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Deoarece    0,12014x  ,ărezultăăcăă    0,1x      ………………….1 punct 
  

Atunci   0=x ,  de unde 0,1x  ……………………………………1 punct 
 

Astfel    02014x = , deci  Zk= 2014x , de unde  
2014

k
=x  ……………..ă2 puncte 

 

SoluĠiile ecuaĠiei sunt de forma ,
k

=x
2014

 unde  20130,1, ,…k …………..ă2 puncte 

       

                                                                                      

PROBLEMA 3 

Arătaţi că: 

a)  3 3 2 0, 0,x x x        

b) Dacă  , , 0,a b c   şi 1 1 1
3

a b c
    , atunci 

2 2 2 3a b c    . 

SoluĠie: 

a)        0  ,0212123
223  xxxxxxxx  cu egalitate pentru 1x   

…..3 puncte 

b) 0233  xx  rezultăă   ,0  ,
2

33
x

x
x ……………………………….ă2 puncte 

deci 















c
c

b
b

a
a

2
3

2
3

2
3

2

2

2

…………………………………………………….ă1 punct 

de unde prin adunare 3329
111

29222 


 
cba

cba ………..ă1 punct 

 

 

PROBLEMA 4 

 

Pe cercul  de centru O se consideră punctele distincte A, B, C. Demonstraţi că dacă   

 atunci  

 

SoluĠie: 

 

Avem  (seăconstruiescăparalelogrameleăOAEBăşiăOBFCă

(sunt romburi)) ………. ……………………………...3 puncte 

 



……………………………………………………………………….3 puncte 

AnalogăseăaratăăcăăABţACădeciărezultăăconcluzia………………………..ă1 punct 
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PROBLEMA 1 

Rezolvaţi ecuaţia   x
x  1log12 2

12
. 

 

SoluĠie: 

Fie      .12,,1:  x
xff R  

EcuaĠiaăseăscrie:ăăăă     xfxff
1 , de unde      .xxfff  ……………2ăpuncte 

 

Dacăăă       xfxffxxf     (  f  esteăcrescătoare),ăăăăădeăundeăă    .xxff   

Rezultăăă           xxfffxxfxfff    deci, ,ăimposibil,ăptăcăăăăăă     xxfff  . 

Deci inegalitatea    xxf     esteăimposibilă.……………………………….2ăpuncte 

 

Dacăăă        xxfxffxxf  , de unde     xxff    şiădeăaiciăă           ,  deci, xxfffxxfxfff   imposibil. 

Rezultăădeciăcăăă   R xxxf , ,ădeciăecuaĠiaădinăenunĠăesteăechivalentăăcuăă .12 x
x   

                                                                                         ……………………….2ăpuncte 

 

FuncĠiaăă     12,,1:  x
xff R   esteăconvexă,ăiarăfuncĠiaăăă   xxg    esteăăliniară.ă 

RezultăăcăăecuaĠiaăă    xgxf   areăcelămultă2ăsoluĠii. 
Numereleăă0ăăşiăă1ăăverificăăecuaĠia,ădeciăăă  1,0S        ………………1ăpunct. 
 

 

PROBLEMA 2 

Fie  funcţia       .3cossin82sin2,:  xxxxff RR    

Determinaţi  imaginea funcţiei f . 

  

SoluĠie: 

Notăm   2,2cossin  txx   şiăprinăridicareălaăpătrat: 

,2sin1 2
tx    de unde  .12sin 2  tx  

Rezultăăcăăă        2,2,1823812 22  ttttttgxf  
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                                                                        …………………………………………3ăpuncte 

Avem:    28512842 g  

               28512842 g  

FuncĠiaăă   182,: 2  xxxhh RR   are minimul    72
4

8 


 hhm ...3 puncte 

 

dar   2,22  . Deci   .285,285Im f      …………………………….1ăpunct 
 

 

PROBLEMA 3 

Fie 2n  număr natural şi ba,  două numere reale pozitive. Să se arate că        22  nbaban nn . 

 

SoluĠie: 
 

Scriem nn aaa 1...11      de  2n  ori 1      ....................................1 punct 

 

Din inegalitatea mediilor ( ag mm  ) avem  

n

aa
aaa nn 1...11

1.....11
 .................3 puncte  

deci 
 

n

na
aaa nn 22

1.....11
  .........................1 punct 

Aşadară  
n

nba
ba nn 2222  ............................1 punct     de unde obĠinemă 

    22  nbaban nn .........................1 punct 

 

 

PROBLEMA 4 

Notăm cu RQPNM  , , , ,  şi S  mijloacele segmentele          MPEADECDBC  , , , ,  respectiv 

 NQ  dintr-un pentagon convex ABCDE . Arătaţi că ABRS || . 

 

SoluĠie: 
 

Fie   )( ),( ),( , dDcCbBaA  şiă  eE  afixele vârfurilor pentagonului..............1 punct  

Cum RQPNM  , , , ,  şiă S  mijloacele segmentele          MPEADECDBC  , , , ,  respectiv 

 NQ  atunci )
2

( ),
2

( ),
2

( ,
2

ae
Q

de
P

cd
N

bc
M




 
......................1,5 puncte şiă




 


 
4

cdae
S ,

4

bcde
R ................................1,5 puncte 



Pentruă aă demonstraă căă ABRS ||  verificămă dacăă 


R
rs

ab
 unde 

4

cdae
s

  şiă

4

bcde
r

 ...............................1 punct 

PrinăcalculăobĠinemă 



R

ba

ab

rs

ab
4

4

.......................2 puncte  deci ABRS ||  
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PROBLEMA 1 

 

Fie  3X M C  ,   0

0 0

a b c

X a b

a

      
 . Să se calculeze 

n
X , n N  . 

 

SoluĠie: 

X  se descompune BAX  , unde 3

00

00

00

aI

a

a

a

A 









  şi 












000

00

0

b

cb

B  Seăobservăăcă  

ABaIBBaIBA  33 ……………………1 punct 

  nn

n

n

n

n

n

nn
BCBACACBAX   ......110  …………………….ă1 punct 

NnIaAIaAaIA
nn    ,,......,  , 33

22

3 ……………………ă1 punct 

3   ,

000

000

000

000

000

000

  ,

000

000

00

3

32 































 nNnBOB

b

B
n

 

Deci 3

222110
OBACBACACX

n

n

n

n

n

n

n   , 
  221

3
2

1
Ba

nn
BanIaX

nnnn    

                                                                  ……………………..…1 punct 

După înlocuireăseăobĠine 

 















 
 



n

nn

nnnn

n

a

naa

ba
nn

cnabnaa

X

00

0
2

1

1

211

…….ă2 puncte 
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PROBLEMA 2 

  Notăm cu   22

2

2 6| OIXXRMXM  .  Demonstraţi că:   

    a)  Dacă A M  ⇒ A este inversabilă şi  )(
6

1
2

1
IAA   

    b)  Dacă A, B  M   ⇒ )(
5

32)1( 1

BABA
nnn

nn  
 

 

SoluĠie: 

a)  MA  ⇒ A(A-I2) = 6I2  ⇒ det A det(A-I2) = 6 ⇒ det A0 ⇒ Aăesteăinversabilăă 
                                                     ………………..2 puncte  

b)  A
2
 – A – 6 I2 = O2   | A

-1
 ⇒ A - I2 – 6A

-1
 = O2 )(

6

1
2

1
IAA   ……….2 puncte                            

b)ăDacăă MBA ,  ⇒ A
2
 = A + 6I2 

B
2
 = B + 6I2 

Procedămăprinăinductieă: 
 SeăverificăăuşorăP(1)ăşiăP(2)ăăăăăăăăăăă……………………..ă1 punct 

 P (n)   P (n+1) 

A
n+1

 = A
n-1 A2

 = A
n-1

 (A + 6I2) = A
n
 + 6 An-1

 . Analog 

B
n+1

 = B
n
 + 6 Bn-1

 

Deci A
n+1

 - B
n+1

 = (A
n _

 B
n
) + 6( An-1

 - B
n-1)ăţăăăăăăăăăăăăăăă…………..2 puncte 

)(
5

32)1(
)(

5

32)1(
6)(

5

32)1( 1121111

BABABA
nnnnnnnnn  

 

 
 
 

PROBLEMA 3 

a) Să se determine m R , astel încât 
 2 21 1

lim 1
3 2x

m x

x
     . 

b) calculaţi limita: 
 1

0

ln ... 1
lim

n n

x

x x x

nx




   

, 
*

n N . 

 

SoluĠie: 
a)  

     2 2
2 2

2 2

1 1
1 11 1 1

lim lim lim
23 2 3 2 3

3
x x x

x m x mm x mx x

x x
x

x

  
                 

…………

………………………………………………………………2 puncte  

ObĠinem:ă
1

1
3

m       1 3m  , de unde 

 2,4m  ……………………………………………..1 punct 

 

 



 

 

b) Limita se poate scrie sub forma: 

 

 

 
 

2
2 2

20 0

2 1 2 1

0 0

ln 1 ... ... ...
lim 1 lim

...

1 ... 1 ... 1
lim lim

n
n n

nx x

n n

x x

x x x x x x x x x

x x x nx nx

x x x x x x x

nx n n

 
 

 

                 
         

 

………………………………………………………………………4 puncte 

ObservaĠie:  s-a folosit 
  

ln 1
lim 1
x

u x

u x
    , pentru   0u x  . 

 

 

PROBLEMA 4 

Fie şirul   
1nna   definit prin  a1 = 1  şi  .1,

1
1  n

na

a
a

n

n
n

 Să se calculeze      

                                         ....
211

lim
21

4 


 
n

n a

n

aan
 

SoluĠie: 
 

Şirul   
1nna   are termenii strict pozitivi.  

1
0 

nnn aa  şirămărginităinferior 

 1
1

11

nn

n

naa

a şirulăesteăstrictădescrescător.ăAşadară   
1nna      esteăşirăconvergent        

..........................................2 puncte 

 

Fie  .lim n
n

al   

Dacăăă   ,00
1

lim1lim  atunci,0   l
na

a
nal

n

n

n
n

n
 fals. 

Prin urmare  .0lim  n
n

a  

                                                                                    ..........................................1 punct 

AplicămăsuccesivălemaăStolz-Cesaro: 

 
 

    








  


 222244

1

21

4
11

1
1

lim
1

1

lim...
211

lim
nnnn

a

na
n

nn

a

n

a

n

aan

n

n

n

n

n
n

n
  








  22

2

2

1

lim
122

lim
2

1

122

1

lim
12

1
lim

n

n
a

nn

n

nn

n
a

n

n n

nn

n

nn
      ………......2 puncte 

  .
8

1

12

1
lim

4

1

12

1
11

lim
4

1

1

1
11

lim
4

1
22

1 






 





n

n

n

aa

na

nn

aa

n

nn

n

n

nn

n

SC

   ....................2 puncte 
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PROBLEMA 1 

Fie    R

001

11

001

3MmmA 









  şi    mmAG . 

a) Arătaţi că  ,G  este grup 

b) Arătaţi că  ,G  este izomorf cu grupul  ,Z  

c) Rezolvaţi ecuaţia      * , ,5  nmAmA
n

. 

 

SoluĠie: 

a)       1 kmAkAmA                ………………………………………………….1punct 
ÎnmulĠireaămatricelorăesteăasociativă       ………………………………………………..1punct 

Elementul neutru este    GAe 











001

111

001

1   ………………………………….1punct        

Simetricul lui  mA  este  2mA    …………………………………………………...1punct 

 
b) AplicaĠia Gf : ,ădefinităăprină    1 mmAf  este  

1) bijectivăăăăăăăăăăă         ……………………………………………………………..1punct 
2) morfism                  ………………………………………………………………1punct 

 
c) Avem                11121 ... mAfmAfmAfmAmAmAf k  ,  

pentru orice kmmm ,...,, 21 ; în particular      mAkfmAf
k   ………………...0.5puncte 

 
Deci      5AfmAnf   sau   61 mn , de unde soluĠiile         0,6,1,3,2,2,5,1  (n esteăprimaăcomponentă)  …………………………………... 0.5puncte 
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PROBLEMA 2 

Arătaţi că funcţia RR: f , definită prin   







 

 0 dacă ,                    0

0 dacă  ,sin
2

x

x
x

b
ax

xf  

are primitive pe R, pentru orice R, ba . 

 

 
SoluĠie: 
 

Fie RR: g ,   







 

 0  ,                        0

0  ,cos
2

3

x

x
x

b
axx

xg     …………………………………...2puncte 

  0coslimlim
2

3

00



   x

b
axxxg

xx
, deci g esteăcontinuăăîn 0 ,ădeciăcontinuăăpeăRă……1punct 

   
0coslim

0
lim

2
2

00



 

 x

b
axx

x

gxg

xx
, deci g esteăderivabilăăînă0,ădeciăpeăR  ……1punct 

 

Pentru 0x ,   


 


 


 
22

3
2

2 sin2sincos3'
x

b
axb

x

b
axax

x

b
axxxg  ………1punct 

Deci    xbf

x

x
x

b
axx

a

x

x
x

b
axx

xg 2  

0  ,                        0

0  ,sin
  

 0  ,                          0

0  ,cos3
' 2

3
2

2 







 








  …………1punct 

 
Dacăă 0b , atunci  f  esteăcontinuăăpeăR,ădeciăareăprimitive, iarădacăă 0b ,   
din egalitatea bfavug 2'   rezultăăcăăăf  areăprimitive.ăă…………………………..1punct 

 

 

PROBLEMA 3 

Determinaţi primitivele funcţiei RRf : , 
4)2(

)2)(1(
)(

42 


xx

xxx
xf  

 
SoluĠie: 

4)2(

)2)(1(
)(

42

2




xx

xxx
xf ……………………………………………………………….2 puncte 

Notămă
2

)1()1(222 dt
dxxdtdxxtxx  ……………………………..1 punct 

Așadară   dt
t

t
dxxfxF

2

1

4
)()(

4
……………………………………………..1 punct 

Notămă
2

22 du
tdtdutdtut  ………………………………………………1 punct 

  C
u

arctgdu
u

uF
28

1

4

1

4

1
)(

2
………………………………………………..1 punct 

C
xx

arctgxF 
2

)2(

8

1
)(

22

………………………………………………………..1 punct 

 
 



 

PROBLEMA 4 

Fie  un grup și   o funcție injectivă astfel încât 

. Să se arate că .    

 

SoluĠie: 

Dacăă înă relațiaă dină enunță luămă  (elementul neutru) avem  
..................................2puncte 

Cumă fă esteă injectivăă rezultăă  deci  (funcțiaă identicăă aă mulțimiiă
G)..............................1punct 

Avem .........................................................................1punct 

șiă ..................................................................................................1punct 

iar de aici ...................................................2puncte 
                                                                               

 


