OLIMPIADA DE MATEMATICA OLT

ETAPA LOCALA - 16 FEBRUARIE 2013 - Clasa a IX-a

Problema 1. Rezolvati ecuatia 13{x}2 —1013x+2013{x} =0, unde {x} reprezintd partea fractionara

a numarului X.
Manuela Stroie si Iulian Stroie, Balg

Problema 2. In planul paralelogramului ABCD se considerd punctele P si Q astfel incat
DP=p-DC si BQ=q-BC,unde p,qeR.
Aratati ca punctele A, P si Q sunt coliniare daca si numai daca pq=1.

Titu Virban, Caracal

Problema 3. Fie progresiile aritmetice (x,)  si (Yy,) . Ardtati ci sirul (z,) , definit prin

n>1°

Z,=X," Y, este o progresie aritmetica daca si numai daci cel putin una dintre progresiile (x,) , sau

(yn )nZl este constanta.

Dan Branzei
Problema 4. Fie H ortocentrul si O centrul cercului circumscris triunghiului ABC. Se noteaza cu O, ,
Oy , O centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor HBC, HCA, respectiv HAB.

Aridtati ci OO, +00, +00, = 20H .

Costel Anghel, Scornicesti

Problemal. Avem x=[x]+{x} =13{x}’ +1000{x} =1013[x] s (1p)
{x} €[0,1)= 13{x}" +1000{x} €[0,1013) = 1013[x] [0,1013) ... (2p)

Din [X] € Zsi din relatia anterioara rezulta [X] =0 (2p)

Notand {X} =t,rezulti 13t> +1000t =0=t, =0=>x=0 e, (1p)

t, = _1000 ¢[0,1) nuconvine (1p)

13

Problema2. Avem AP=AD+DP=AD+p-DC=p-AB+AD s (2p)
siﬁzﬁ+@=ﬁ+qoﬁzﬁ+q'ﬁ ........................ (2p)

Punctele A, P si Q sunt coliniare daca si numai dacd vectorii AP si AQ sunt coliniari, ceea ce este

revine la faptul ca vectorii AP si E au coordonatele proportionale in descompunerea dupa directiile

necoliniare AB si AD e, (2p)
. .. . . 1 .
Ca urmare, punctele A, P si Q sunt coliniare daci si numai daca % ==, adicd pg=1 ...cc...... (1p)
q
Problema 3.  Daca progresia (Y, ), este constantd, se constata ci (z,),, este progresie aritmetica .............. (2p)

Pentru implicatia inversd, ne restrangem atentia la trei termeni consecutivi ai fiecdrei progresii:
(a— r,a,a+ I’) , respectiv (c—q,c,c+q) . Pentru ca produsele sa fie in progresie aritmetica, trebuie sa

avem (a—r)(c—q)+(a+r)(c+q)=2-ac, ceea ce revine imediat la r-q=0, de unde r =0 sau q=0,

adica concluzia (5p)

Problema 4.  Punctul A este ortocentrul triunghiuluiBCH (2p)

Dar OA+OB+0C =OH , de unde OB+0OC =OH —OA = AH , deci 0,B+0,C=-0B-0C.

De aici rezulti ¢ OB —00, +OC —00, = -OB—~0C , adici 00, =O0B+0C ........cccooommmrr. (4p)
Analog obtinem O—Ob =0C+0A si O—Oc —OA+OB, iar prin adunarea acestor trei relatii analoage
rezulti: OO, +00, +00, =2(0OA+0B+0C)=20H s (1p)
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Problema 1. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia
Y3-2°—6+32.2°—4=33.2~4+32.2 6.

B.T.S.
Problema 2. Se considerd numerele z,,2,,2, € C, cu |z)| =|z,| =|z,| =1, astfel incat z2 +z; +z; =0.

a) Demonstrati ca

Z,+2,+2,]eN.
b) Determinati numerele date daca z,-z, =1 si z, e R.
lacob Didraga
log, X, =109 (X, + X, +1)
Problema 3. Rezolvati sistemul: < log, x, =l0g,(X; + X, +1).
log, X, =log (X, + X, +1)
Dorel Barbu, Timisoara
Problema 4. Determinati functiile bijective f :[0,1] —[0,1] cu proprietatea ca

f (2x— f(x))=x, pentru orice x<[0,1].

Dinca Pepino, Caracal

Problemal. Notand 3/32* —-6=a, 3/2-2X —4 =D, 3/32* —4=c¢ 32.2-6=d, avem

a+b=c+d si a®+b*=c*+d®* (2p)
Folosind formula x* +y® = (x+y)> —3xy(x+Y), obtinem
(a+b)(@ab—cd)=0,deunde b=-a sau ab=cd ., (3p)
Incazul a=b seobtine x=1 (1p)
Incazul ab=cd se obtine 2* =0, imposibil (1p)
Problema2. @) (z+2,+2,) =27 +22+22 +2(,2, + 2,2, + 2,2,) = 22,2, + 2,2, + 2,2,)  cvcovrrrrrrerrrrnrenn. (1p)
1 1 1 —_—
2,2, +2,2,+ 2,2, = ,7,1, [_+Z_+Z_] =27,2, L, +Z,+Z; e (1p)
1 2 3

Notand S=2 +2,+2,, avem s’ =2,2,,-s, de unde, trecand la modul, rezulti |s|?=2|s|, deci

|sle{0,2}ccN (2p)
b) Cum z, e R, rezultd z, =+1,deci 2’ +2, =-1= (2, +2,)* =1=7,+72, e{-1,1} .ccecruron. (1p)
Rezolvand sistemele de forma 7, +2, =S, 7,7, =1, cu s ==1, se obtin solutiile
(2.2,) €{(6.67) . (£°,6) , (-&,~¢") , (~&",—¢)} ,unde £ €C\R, &° =1 oococccrccee (2p)
log, X, = log (X, + X, +1) =a 2°+2°+1=5°
Problema3. Notind <{log,x, =log, (X, +X +1) =b, rezultd 12°+2°+1=5" .. (2p)
log, X, = log, (x, +X, +1)=¢ 2°+2% 41=5"
Scazand primele doud ecuatii ale sistemului se obtine 2% +5* =2° +5°, de unde, tindnd cont ci functia
X —> 2" +5" este injectiva, rezultd a=c sianalog, b=c L (2p)
. 2)" (1Y
Atunci 2-2° +1=5% < 2- (gj +(g) =1, cu solutia (unicd — demonstratie!) a=1................. (2p)
Seobtine X, =X, =X%=2 (1p)
Problema 4.  Relatia din enunt este echivalenti cu f *(x) =2x— f(x), de unde, pentru x — f (t) , obtinem
f(f(t))=2f(t)—t, pentruorice te[0,1] (2p)
Fie X, €[0,1] ales arbitrar. Definim sirul (X,),., prin X,,; = f(x,), n>0. Rezulta
_ Xn + Xn+2

Xosy = 2% — Xy S Xy = , Yn>0, deci (X,),., este progresie aritmetica .................. (2p)

n+2



Notand cu r ratia progresiei, rezultd X, =X, +nr, pentru orice ne N. Deoarece X, €[0,1], pentru orice
neN,rezultdica r=0 (2p)
Atunci x, =x,, adica f(x,)=X,. Cum X, a fostales arbitrar din [0,1], rezulta

f(x)=x, pentruorice xe[0,1] (1p)
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Problema 1. Se considerd matricea Ae M, (R) astfel incat A’ +4A+2013l, =[ 0 2018)

Aratati ca (A—1,)? =0,, pentru orice numar natural p>2.
Gabriela Ionica gi Eduard Buzdugan, Slatina

Problema 2. Se considera multimea G formata din toate matricele de ordin 3, cu elementele din
multimea {—1, 1} , astfel incat produsul elementelor de pe fiecare linie, respectiv coloana, este egal cu
-1
a) Demonstrati ca numarul elementelor egale cu —1 ale unei matrice din G este 3, 5 sau 9.
b) Demonstrati ci dacd o matrice AeG este inversabild, atunci A ¢G.
) Determinati multimea valorilor functiei f :G >R, f(X)=det X..

S.L.T.

n—oo

Problema 3. Calculati Iim(z 1+%—n}
k=1

[***]

Problema 4. Se considera sirul (a,),.,, definitprin a, =xeR si a, zl—an_l, pentru orice n>1.
n

n=0"

Determinati valorile lui X pentru care sirul (a,),., €ste convergent.

n>0
Florian Dumitrel, Slatina

not

7
Problemal. Din enunt rezulti ca A® +4A=(O 5} = B. Se observa ca A-B=B-A, de unde se obtine ca exista

ab
a,beR astfel incat Az[ ] ........................ (2p)
0 a
. 14 b+4 .
Atunci A3+4A:(a T 3a3b+ bj ,deci @®+4a=55si bBa?+4)=7 e, (2p)
0 a’+4a
Obtinem (a—1)(a® +a+5) =0, cu singura solutie reald a=1, pentrucare b=1 .......ccccccorvne..... (2p)
1 1) 01 , ]
A= 0 1 si A—1, = 0 0 .Cum (A-1,)*=0,,rezultd (A-1,)"=0,, Vp=2 ............ 1p)

Problema2. a) O matrice X €G are un numar impar de elemente egale cu —1. Daca presupunem c& un singur
element al lui X este egal cu —1, atunci produsul elementelor de pe liniile pe care nu se afla acest element
este 1, contradictie. Dacd X € G are 7 elemente egale cu —1, ele sunt distribuite astfel incat doua linii
au numai —1, iar pe a treia este numai un element egal cu —1. Pe coloanele pe care nu se afld acesta,
produsul elementelor este egal cu 1, contradictie L (1p)
Exemple de matrice din G cu 3, 5 respectiv 9 elemente egalecu -1 (1p)

not

b) Presupunem ci existi AeG inversabili astfel incat A =B eG; atunci AB=1,

Solutia 1: a,b, +a,b, +ab, =1. Cum ayb,, a,b,,, a,b; €{-11}, rezultd ci doua dintre aceste trei
produse sunt egale cu 1, iar al treilea cu -1. Inmultind, rezultd a,b,a,b, a,b,, =—1, absurd, intrucat
ay,;8,8,; =h,bby, =-1

Solutia 2: AB=1,= a,b, +a,b, +a;b, =0.Cum a,b,, a,b,,, a;b, €{-11}, suma a trei numere

impare nu poate fi 0, contradictie



Problema 3.

Problema 4.

¢) Dacé adunam elementele primei linii la elementele celei de-a doua si respectiv la elementele celei de-a
treia, pe a doua si a treia linie se ob{in numai numere pare. De pe fiecare din liniile a doua si a treia se
poate scoate factorul comun 2, deci det X este multiplu de 4.

Din dezvoltarea determinantului de ordin 3 rezultd —6 <det X <6, deci det X e {—4, 0, 4} ......... (2p)
Exista matrice X € G cu det X egal cu—4, 0, 4 (exemple!), deci Im f ={-4,0,4} ...........cc.oo....... (1p)

Notim a, =) 1+£2—n:z ’1+£2—1 . Deoarece }l+£2—1:%-;, pentru orice
k=1 n k=L n n n® 1+ f1+%

k= 1,_n , rezulta ca

de unde, sumand pentru k =1,n, obtinem (n tl) 1 <a, n(n —;1) . . (3p)
I+ 1+ 5 2n® 1+ fl +5
Aplicand criteriul clestelui, rezultd cd lima, = % ........................ (1p)

Inmultind cu (-1)* relatia a_+a, , 2% , putem scrie:
K k1 (D" -
-D'a -(-D)a,_, = mra pentru orice k e N*

Suméand pentru k :ﬁ, rezultd (-1)"a, —a, = —1+%—%+...+(—l)n 1, de unde a, =(-1)" -(X—Sn) ,
n

11 n1 1l
unde s, =1—-—+=—...+(=1) "= 3
n=1-543 (-1) - (3p)
Folosind identitatea lui Catalan: 1—£+1—...+ ! —izi+i+...+i, n>1, rezulta ca
2 3 2n-1 2n n+l1 n+2 2n
S —i+i+ +i—>ln2 is, =S +i—>ln2 deci s, »>In2 (2p)
=t T T, S1 S,,1 =S,, n ) > INZ2

Atunci a,, =X-5,, > x—-In2 si a,, , =—(X-5,,,) >IN2-x.
Prin urmare, (a,),., este convergent daca si numai dacd x—In2=In2-x, adicd x=In2......... (2p)
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Problema 1. Fie a >0, a=1. Calculati integrala

1
| = v|‘ax3-¢—3x .In aX5+4X3+3XdX.

Problema 2. Calculati
7l4

lim | cosx-cosx"dx.

nN—oo

Titu Virban, Caracal

Florian Dumitrel, Slatina

Problema 3. a) Se considera inelele finite A; si A, cu proprietatea ca numarul elementelor
inversabile din A; este diferit de numarul elementelor inversabile din A,. Aratati ca cele doua inele nu

sunt izomorfe.
b) Dati exemplu de doua inele finite cu acelasi numar de elemente inversabile.

Mihai George, Slatina

Problema 4. Fie multimeaQ, ={m| mneZzZ, mn impare} 51 G =Q,xZ. Pe G se defineste legea
n

de compozitie: (0, k )*(0,,k,)=(0,0,.k +k;), V0,0, €Q,,Vk;, k, € Z.
a) Calculati (1,1)*(1,2)*...x(1,10).

b) Aratati ca (G,*) este grup abelian.

C) Aratati ca grupurile (G,*) si (Q*,) sunt izomorfe.

1
Problema 1. Integrala se scrie 1 =In a~_|‘(x5 +4x° +3x)-a" *¥dx.
0

Observand ca X° +4x% +3x = (x* +3x)- (x> +1) = %o(x3 +3x)- (x> +3x)"

t = x® +3X, rezultd

4 4 4 at
~Linafradt= |t (a)dt_ta j
3 5 33 5 3 3Ina
wl4
Problema 2. Notand I, = Jcosx-cosxn dx, avem:
zl4 7l zl4

n
0

Deoarece
xl4

:

si sinx < x, pentru orice x>0, rezulta

zl4
f cosx-(1—cosx")dx
0

zl4 zl4 2 1 szl zl4 1
jcosx (1—cosx") dx <2j dx==- =
2 2n+1),  2(2n+))

deci liml, :g.

n—o

S.L.T.

, cu schimbarea de variabila

4a4 a*-1

3 3lnha’

| Jcosx cosx" dx = Icosxdx—fcosx (1—cosx )dx_g—jcosx (A—cosx")dx.

nl4 n

./[(1 CoS X )dx stm X ax,
0

. 2n+1
(&~
4



Problema 3.

Problema 4.

a) Presupunem c cele doud inele sunt izomorfe, iar f : A — A, un izomorfism. Notdm cu Uy , U,

multimile elementelor inversabile din A; respectiv, A,.
Fie xeU(A); atunci

1, = f(lAi)z fx-xt)=f(x)-f(x*) si 1, = f(lAi)z f(x*x)=f(x*) f(x),
de unde rezultd cd f(x) eU,. Ca urmare, functia h:U, ->U,, h(x) = f(X) este corect definita.

Deoarece f este bijectiva, rezultd cd h = f‘Ul este injectivd. Vom arata ca h este si surjectiva. Fie yeU, .

Din surjectivitatea functiei f, rezultd ca exista x € A astfel incat f(x)=y. Este suficient sa aratam ca

xel,.

Avem: 1, = f’l(lAz ) = f’l(y' y’l)z f(y)- f’l(y’l)z X- f’l(y’l)

si L= 171, )= 2y y) = 12 () 12 ()= 12 (y7) x,
deci x este inversabil in A; i x ' = f ( y’l) . Asadar xeU, .

In concluzie, h este bijectiva, deci cardU, = cardU, .

b) U(Z,,+)={1,3} si U(Ze) ={1,5}.

a) Verificarea asociativitatii si a comutativitatii
Elementul neutru este (1,0)

Simetricul unui element (qg,k) este elementul (L—kj eG.
q

b) (11)#(1,2)*...(1,10) =(1,1+2+...+10)
(L1+2+..410) =(1,55)
c) Fiefunctia f:G—>Q", f(q,k)=0g2"

f morfism: f ((%vkl)*(qz’kz)) :ql%zkﬁkz =f (ql’kl)'f (qz’kz)lv(ql’&)a(qz’kz)GG

f injectiva: Fie (q,,k,).(d,.k,)€G, q, = m sig, = &, m,,n,,m,,n, € Z impare astfel incét
n n

2

f (0. k)= f(0a,.k,). Daca k, #k,, fard a restringe generalitatea, putem presupune k; <k,.Atunci,
din g2 =q,-2 rezulta m,n, = 22 m,n,, contradictie, deoarece membrul sting este impar, iar
membrul drept este par. Ca urmare, k, =k, , de unde ¢, =q,.



