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Clasaa V-a
Bareme de corectare
Subiectul |
a). Aflati numerele naturale a si b astfel incat (a+b)(a-b-1)=2014.
b). Exista a si b numere naturale astfel incat (a*+b*+a+b)? +(a*+b*a-b)*=2014?
Argumentati.
Barem:

a). 2014=2-19-53, D2014={1,2,19,38,53,106,1007,2014} .........ccceeriirini.n 2p
a+b>a-b-1, rezulta ca avem urmatoarele patru cazuri:

i). a+b=2014 si a-b-1=1 cu solutia a=1008, b=1006.

il). a+b=1007 si a-b-1=2 cu solutia a=505,b=502.

iii). a+b=106 si a-b-1=19 cu solutia a=63, b=43.

IV) a+b=53 si a-b-1=38 cu solutia a=46, b=7. ..........cccceiiiiiiiiiiiiiiiann, 2p

b). x= a*+b*+a+b=a(a+1)+b(b+1)=2k, k numar natural (produsul a doua nr.
consecutive este numar par).

y== a’+b%a-b=a(a-1)+b(b-1)=2p, p numar natural.....................oeeerr.... 2p

Deci x*+y*=(2k)? + (2p)*=4k?* + 4p*=M,. Dar 2014=M,+2, rezulta ca nu exista a si b numere
naturale care sa verifice conditiile problemei............................. Ip

Subiectul 11

a). Sase scrie a=10?"'* ca suma de doua patrate perfecte.

b). Sase scrie b=6°" ca suma de trei cuburi perfecte.

Barem:

8). 102267482 e 1p
10%1=10? -10%*2=(62+8%)-(10'%%)?=(6-10"9%)* +(8-10"%)? ................. 2p
D). 8221342343 e, 2p
6201°=62 - 62013=(13+23+3%)-(6°)%= (1-6°™)% +(2-6°™)% +(3-6°™)%.............. 2p
Subiectul 111

Fie M={2014,2015,2016,...2113}.

a). Sa se arate ca oricum am alege 51 numere din multimea M , exista doua a caror suma este
un numar prim.

b). Sa se arate ca exista doua multimi X si Y disjuncte cu proprietatea ca

X U Y=M si suma elementelor multimii X este egala cu suma elementelor multimii .
c). Sa se arate ca nu exista doua multimi X si Y disjuncte cu proprietatea ca
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X U Y=M si produsul elementelor multimii X este egal cu produsul elementelor multimii Y.

Barem:

). cardM=2113-201441=100.......ccorirririiirii i, Ip

Consideram urmatoarele multimi: M;={2014,2113}, M,-{2015,2112},
M3={2016,2111},...Msp={2063,2064}.

Suma elementelor fiecarei multimi este 4127 ..............ccovvvinnnn... Ip

Avem 51 numere si 50 multimi, rezulta cu principiul cutiei ca exista doua numere in aceeasi
multime deci exista doua numere cu suma 4127 care este nr. prim(se

deMONSLICAZA) . ... ettt et e e Ip

b) Consideram X=M;UJ M, M3l... Mys si Y= Moeld Mo/ Mogll... Msg
X si Y sunt disjuncte. Suma elementelor multimii X este egala cu suma elementelor multimii Y si
este 4127-25. Deci exista multimile cu proprietatea din

c). Presupunem ca exista doua multimi X si Y cu proprietatea din enunt. Daca produsul elementelor
multimii X este egal cu produsul elementelor multimii Y atunci produsul tuturor elementelor
multimii M trebuie sa fie patrat perfect.

........................................................................................ Ip

Dar 2014-2015-...-2113 este divizibil cu 2113 si nu este divizibil cu 2113 deci nu este patrat
perfect(se arata ca 2113 € Prim)........coeevvveiiiiiienineennennnn Ip

Deci nu exista doua multimi cu proprietatea din enunt.

Subiectul 1V

Se considera 100 puncte pe un cerc. In fiecare punct se inscrie aleator cate un numar natural
de la 1 la 100. Este posibil ca suma oricaror patru numere inscrise in patru puncte consecutive
sa fie mai mica decat 203?

Barem:

Notam ay, a,, ... ajpo Numerele corespunzatoare celor 100 de puncte de pe cerc.

Presupunem ca suma oricaror patru nr. inscrise in patru puncte consecutive este mai mica decat 203.

artaytastay =202, artaztas+tas=202, aztastastag=202,.... ag7t+aggtaggtaigg=202,
dgg+aggtasgotar =202, agetajgotasta, =202, ajgotaitas+az <=202. Adunand cele 100 relatii obtinem

4(a;taztas...tajg) =20200, de unde aj+ay+as...+ta100=5050.

Dar a;+ay+as...tajpo=1+2+3+...+100=5050. Egalitatea se obtine numai daca in toate cele 100 relatii
scrise anterior avem egalitate. .....................oeeeenn. 3p

Deci , de exemplu : a;+a,+as+a;=202, a,+azt+ay+as=202 de unde rezulta a;=as . Dar aj, ay, ... aigo
sunt distincte de unde rezulta contradictia. Presupunerea facuta este falsa.

Conluzia: nu este posibil ca suma oricaror patru numere inscrise in patru puncte consecutive sa fie
mai mica decat 203.
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CLASA a Vl-a
Bareme de corectare

Subiectul |
Notam d = (a,b); atunci exista numerele naturale nenule p si q astfel incat a=pd, b=qd si (p,q) = 1.
1

p
Se obtine [a,b] = pqd si proprietatile din ipoteza devin:
pd + qd = 2014 si pqd = 682d = pq = 682 si (p + q) divide 2014, 2014 =2-19-53. Ip
Dar 682 =2-11-31 =pq, (p,q) = 1. 1p
Dacip=2=q=2341=p+q=2343 = 7°, nu divide 2014.
Dacap=11=q=62=p+q=73, nudivide 2014.

Dacap=31=q=22=p+q=>53, care divide 2014. 2p
Cum celelalte cazuri posibile revin tot la acestea, schimband a cu b, singura situatie convenabila este
p=31,q=22, de unde d =2014:(p+q)=2014:53 = 38. 1p

Se obtinea=31-38=1178 si b=22-38 = §36. 1p
Subiectul 11

2a+6b-5m=0s2a+b=5(m-b)sedivide cu5 1p

=2a(2a + b) = 4a” + 2ab se divide cu 5
b(2a + b) = 2ab + b® se divide cu 5 _=(4a’ + 2ab) — (2ab + b?) =4a® - b? se divide cu 5; cum 5b? se

divide cu 5=4a® - b? + 5b° = 4(a’ + b?) se divide cu 5. 5p
Dar (4,5) = 1, de unde a + b? se divide cu 5. 1p
Subiectul 111
@e prd N
'\/Ir1 M4 M3 M7 Ml

a) AB=1m =1000mm
AM;=AB:2=500mm
AM,=AM;:2=AB:2%=250mm
AM;=AM,:2=AB:2%=125mm
AM;=AM;:2=AB:2*=625mm
AMs=AM,;:2=AB:2°=3125mm

MsMs= A Ms = 31,25mm 2p
b) Se observd ci AM,=AB : 2" 2p
=AM, < 1mm < 2" > AB, AB = 1000mm 1p
2'% = 1024
29=512 = n = 10 este cea mai mica valoare. 2p
Subiectul 1V
C \ /M
A B
D
m(AOC) = 4m(AOD) | N
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m(C0oD) = 90° = m(A0D) = 90°: 5 = 18°, m(A0C) = 4m(A0D) = 72° 3p
m(BOC) = 180° —m(A0C) = 108° = m(COM) = 54° = m(DOM) = 90° + 54° = 144°

P
m(BOD) = 180° — m(A0D) = 162° = m(BON) = 81° = m(MON) = 54° + 81° = 135°
2p

CLASA a Vlll-a
Bareme de corectare
SUBIECTUL |

(3p) a) Se considerd numarul A=n?-n-12, neN. Si se arate ci, dacd A este divizibil cu 7,
atunci A este divizibil cu 98.

(4p) b) Si se arate cd numarul B =n?+10n—3 nu este divizibil cu 196, pentru orice valoare
naturald a numarului n.

Solutie
a) A=(n+3)n-4), (1p); 7/(n+3)<=7/(n-4) si 2/(n+3\n—4),(¥)neN (Ip); finalizare
(1p).
b) B=(n+5) —28, (1p); Presupunem 196/B=>B =196k, ke N . Deci
(n+5)° —28=196k <>(n+5) =287k +1), (1p);
7/(n+5) si avem (7p)’ =287k +1)<7p?> =47k +1), pe N (1p). Finalizare (1p)

SUBIECTUL I
(1p) a) Stabiliti daca L < 2 < !
J2014 J2014++/2013 J2013'
3p) b) Aratati ca < 2dn+1-2Jn < —, pentru orice valoare naturald nenuld a
numarului n.
1 1 1 1 1

(3p) ¢) Demonstrati ca ——

+—+...+ > + +...+ .
\/100 v101 ~120 V145 /146 v169

Solutie
a) Avem
2 2 2

< <
242014 /2014++/2013 22013

b) Avem L < 2 <i(1p)' 2 < 2
Jntl o Anadavn An T 2dnel Anadevn 2\/_

Jn+1+J/n+1>/n+1++/n>~/n++/n, finalizare (1p)

<+/2014++/2014 > /2014 +/2013 > /2013++/2013.(1p)

(1p)

c) Fie
. ﬂlﬁ ﬂlﬁ F>z(m V00 )+ 2102~ 101 )+..+ 2(y121-120)=2, (1p) si
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y:\/llTer\/llTG \/@ (\/ES M)+Z(\/WS \/175)+ +2(\/@ \/@) 2, (1p).

Finalizare (1p)

SUBIECTUL 111
Se considera cubul ABCDA'B'C'D". Punctele P, Q si R sunt proiectiile punctului A pe dreptele

A'D, AB sirespectiv A'C.
(4p) a) Sa se arate ca dreapta A'C este perpendiculara pe planul (PQR);
(3p) b) Sa se calculeze aria triunghiului PQR, pentru AB=a cm, a>0.

Solutie
a) AP L AD, AP L DC= AP L(ADC)(1p)
AP 1 AC, AR1AC= AC L(APR)= AC LPR (1p)
Analog AC | (ARQ)=AC L QRsau PQ//BD si BDLAC=PQLAC (Ip)
Finalizare (1p)

b) PQ—i (AABD) (1p)
RQ—a‘/— (AABC); RP= a‘/— (AADC) (1p)
Awgr="" f (1p)

SUBIECTUL v

Fie A, B, C si D patru puncte necoplanare asa incat AB=6cm, AC=AD= 6v2 cm i
m£(DAB)=m~(BAC)=m.(CAD)=90°.

(2p) a) Sa se calculeze aria triunghiului BCD;

(5p) b) Sa se afle lungimea segmentului AE, unde E este proiectia punctului A pe planul (BCD)

Solutie
a) BC=BD=6y3, CD=12 (1p)
Awco = 362 (1p)
b) Demonstreaza ca punctul E este ortocentrul triunghiului BCD. (2p)
Fie BM LCD, DN 1L BC, M eCD, N eBC, avem:

BM =62, DN=4/6, BN=2/3 (1p)
ABNE ~ ABMC, BE =3J2 (1p). Finalizare AE=3v2, (1p)

CLASA aVlll-a
Bareme de corectare
SUBIECTUL |
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(3p) a) Se considera numarul A=n?—-n-12, neN. Si se arate cd, daci A este divizibil cu 7,
atunci A este divizibil cu 98.

(4p) b) Sa se arate ca numarul B=n?+10n—3 nu este divizibil cu 196, pentru orice valoare
naturald a numarului n.

Solutie
a) A=(n+3\n—4), (1p); 7/(n+3)<=7/(n—4) si 2/(n+3\n—4),(V)neN (1p); finalizare
(1p).
b) B=(n+5) —28, (1p); Presupunem 196/B=>B =196k, ke N . Deci
(n+5)° —28=196k < (n+5) =287k +1), (1p);
7/(n+5) si avem (7p)’ =287k +1)<>7p®> =47k +1), pe N (1p). Finalizare (1p)

SUBIECTUL Il
(1p) a) Stabiliti daca ! < 2 < !
J2014 J2014++/2013 J2013'
3p) b) Aratati ca < 2/n+1-2Vn < —, pentru orice valoare naturald nenula a
numarului n.
1 1 1 1 1

(3p) ¢) Demonstrati ca ——

..+ > + +..4 :
\/100 v101 v120 v145 146 v169

Solutie
a) Avem
2 2 2

< <
242014 /2014++/2013 22013

b) Avem L < 2 <i(1p)' 2 < 2
Jnal o Anadavn An T 2dnel Anadevn 2\/_

Jn+1+J/n+1>/n+1++/n>~/n++/n, finalizare (1p)
c) Fie

. ﬂlﬁ T F>z(m V00 )+ 2102~ 101 )+..+2(121-120)=2, (1p) si

y= \/1175 \/1176 \/_<2(JE5 144} 2(\/146 — V145)+ ..+ (V169 — 168)=2, (1p).

Finalizare (1p)

<+/2014++/2014 > /2014 +/2013 > /2013++/2013.(1p)

(1p)

SUBIECTUL 111
Se considera cubul ABCDA'B'C'D". Punctele P, Q si R sunt proiectiile punctului A pe dreptele
A'D, AB sirespectiv A'C.

(4p) a) Sa se arate ca dreapta A'C este perpendiculara pe planul (PQR);

(3p) b) Sa se calculeze aria triunghiului PQR, pentru AB=a cm, a>0.
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Solutie
a) AP L AD, AP L DC=> AP L (ADC)(1p)
AP 1 AC, AR1AC= AC L(APR)= AC L PR (1p)
Analog AC | (ARQ)=AC L QRsau PQ//BD si BDLAC=PQLAC (Ip)
Finalizare (1p)

b) F>Q_i (AA'BD) (1p)
RQ=21 f (AABC); RP= f .(AA'DC) (1p)
AAPQR \/_ (1 )

SUBIECTUL [AY4

Fie A, B, C si D patru puncte necoplanare asa incat AB=6cm, AC=AD= 6v2 cm si
m£(DAB)=mZ(BAC)=m«(CAD)=90°.
(2p) a) Sa se calculeze aria triunghiului BCD;
(5p) b) Sa se afle lungimea segmentului AE, unde E este proiectia punctului A pe planul (BCD)

Solutie

a) BC=BD=6/3, CD=12 (1p)
Agcp = 36v/2 (1p)
b) Demonstreaza ca punctul E este ortocentrul triunghiului BCD. (2p)
Fie BM LCD, DN_LBC, M eCD, N eBC, avem:
BM =62, DN=4/6, BN=2J3 (ip)
ABNE ~ ABMC, BE =3J2 (1p). Finalizare AE=3v2, (1p)
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