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Olimpiada Naţională de Matematică     

Etapa locală, 10 februarie 2024 

  Clasa a X – a 
 

 

BAREM ORIENTATIV de CORECTARE şi NOTARE:  
 

Problema 1: soluție orientativă 

             

a) 𝑧 = 𝑥 + 𝑦ⅈ, 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ                                                                                                              ....1p                                                                   

     |𝑧 +
1

𝑎
|

2

− |𝑧̅ −
1

𝑎
|

2

= (𝑥 +
1

𝑎
)

2

+ 𝑦2 − (𝑥 −
1

𝑎
)

2

− 𝑦2 =
4𝑥

𝑎
                                                      ....1p           

       
𝑎

4
(|𝑧 +

1

𝑎
|

2

− |𝑧̅ −
1

𝑎
|

2
) = 𝑥 = 𝑅𝑒 𝑧                                                                                        ....1p 

 

b) 2(6 + 9ⅈ)𝑛 − 3(1 + 8ⅈ)𝑛 = 3(7 + 4ⅈ)𝑛                                                                                                    

⇔ 2 ⋅ 3𝑛−1(2 + 3ⅈ)𝑛 = (1 + 8ⅈ)𝑛 + (7 + 4ⅈ)𝑛                                                                     ....1p 

⇔ 2 ⋅ 3𝑛−1 = (
1+8ⅈ

2+3ⅈ
)

𝑛

+ (
7+4ⅈ

2+3ⅈ
)

𝑛

                                                                                            ....2p 

⇔ 2 ⋅ 3𝑛−1 = (
26+13ⅈ

13
)

𝑛

+ (
26−13ⅈ

13
)

𝑛

  

⇔ 2 ⋅ 3𝑛−1 = (2 + ⅈ)𝑛 + (2 − ⅈ)𝑛                                                                                         ....1p 

 

 

Problema 2: soluție orientativă 

             

a)  
𝑎1+𝑎2+⋯+𝑎𝑛

𝑛
=

𝑛

2
(𝑎1+𝑎𝑛)

𝑛
=

𝑎1+𝑎𝑛

2
                                                                                                                    ....1p 

      
𝑎1+𝑎𝑛

2
≥ √𝑎1𝑎𝑛   din inegalitatea mediilor 

     ⇒
𝑎1+𝑎2+⋯+𝑎𝑛

𝑛
≥ √𝑎1𝑎𝑛, ∀𝑛 ∈ ℕ∗                                                                                                      ....1p 

b) Funcţia lg 𝑥 , 𝑥 ∈ (0, ∞) este concavă.                                                                                     ....1p 

 Din inegalitatea lui Jensen ⇒  lg
𝑏1+𝑏2+⋯+𝑏𝑛

𝑛
≥

lg 𝑏1+lg 𝑏2+⋯+lg 𝑏𝑛

𝑛
 (𝟏)                                      ....2p 

𝑏𝑘 = 𝑏1 ⋅ 𝑞𝑘−1, ∀𝑘 ≥ 2 ⇒ lg 𝑏𝑘 = lg 𝑏1 + (𝑘 − 1) lg 𝑞 , ∀𝑘 ≥ 2 ⇒ 

⇒ (lg 𝑏𝑛)𝑛≥1 este progresie aritmetică cu raţia lg 𝑞.                                                                  ....1p 

În (𝟏) putem aplica punctul (a) 

                              lg
𝑏1+𝑏2+⋯+𝑏𝑛

𝑛
≥

lg 𝑏1+lg 𝑏2+⋯+lg 𝑏𝑛

𝑛
≥ √lg 𝑏1 lg 𝑏𝑛 , ∀𝑛 ∈ ℕ∗

                                    ....1p 
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Problema 3: soluție orientativă 

            

a)  Se arată că funcţia  𝑔(𝑥) =
𝑥+1

𝑥−1
  este strict descrescătoare pe (−∞, 0]                                     ....1p 

 Funcţia f este strict descrescătoare întrucât este compunerea a două funcţii de monotonii 

diferite.                                                                                                                                          ....1p 

 

b)  f strict descrescătoare, deci injectivă                                                                                    ....1p 

Se arată că f este surjectivă şi se determină 𝑓−1: [−
𝜋

2
,

𝜋

2
) → (−∞, 0],  𝑓−1(𝑥) =

1+𝑠ⅈ𝑛 𝑥

𝑠ⅈ𝑛 𝑥−1
        ....1p 

 

c) 𝑓 (
1

𝑥
) = − 𝑎𝑟𝑐𝑠ⅈ𝑛

1+𝑥

𝑥−1
⇒ 𝑓(𝑥) + 𝑓 (

1

𝑥
) = 0, ∀𝑥 ∈ (−∞, −1)                                                ....1p 

𝑥 − 1 < 𝑥 ⇒ 𝑓(𝑥 − 1) > 𝑓(𝑥)  

1

𝑥+1
<

1

𝑥
⇒ 𝑓 (

1

𝑥+1
) > 𝑓 (

1

𝑥
)  

 Adunând termen cu termen rezultă 𝑓(𝑥 − 1) + 𝑓 (
1

𝑥+1
) > 0                                                  ....1p 

Cum 𝑓−1: (0,
𝜋

2
) → (−∞, −1) ⇒ 𝑓−1 (

1

𝑥
) < 0 

         ⇒ 𝑓(𝑥 − 1) + 𝑓 (
1

𝑥+1
) > 𝑓−1(𝑥), ∀𝑥 ∈ (−∞, −1)                                                               ....1p           

 

Problema 4: soluție orientativă 

             

Fie punctele  𝐴1(𝑧1),  𝐴2(𝑧2), 𝐴3(𝑧3). Triunghiul 𝐴1𝐴2𝐴3 este înscris într-un cerc de 

rază r.                                                                                                                                            ….1p 

 Fie 𝐴(𝑧), 𝑧 = 𝑎𝑧2 + (1 − 𝑎)𝑧3 ⇒ 𝐴 ∈ 𝐴2𝐴3.                                                                            ….1p 

 Fie 𝐵 piciorul perpendicularei dusă din 𝐴1 pe  𝐴2𝐴3. 

     𝐴1𝐴 ≥ 𝐴1𝐵 ⇒ 𝑚ⅈ𝑛
𝑎∈ℝ

|𝑧 − 𝑧1| = min
𝑎∈ℝ

|𝑎𝑧2 + (1 − 𝑎)𝑧3 − 𝑧1| = 𝐴1𝐵 = ℎ, unde h este înălţimea 

dusă din 𝐴1 în 𝛥𝐴1𝐴2𝐴3.                                                                                                              ….1p 

 

𝑆 =
1

2
|𝑧2 − 𝑧3| ⋅ ℎ =

1

2
|𝑧1 − 𝑧2| ⋅ |𝑧1 − 𝑧3| ⋅ 𝑠ⅈ𝑛 ∡𝐴2𝐴1𝐴3, unde S este suprafaţa 𝛥𝐴1𝐴2𝐴3.  ....1p 

                      ⇒ ℎ =
|𝑧1−𝑧2|⋅|𝑧1−𝑧3|⋅sin ∡𝐴2𝐴1𝐴3

|𝑧2−𝑧3|
                                                                                ....1p  

  

Aplicând teorema sinusurilor rezultă: 

 

          
|𝑧2−𝑧3|

𝑠ⅈ𝑛 ∡𝐴2𝐴1𝐴3
= 2𝑟 ⇒ 𝑠ⅈ𝑛 ∡𝐴2𝐴1𝐴3 =

|𝑧2−𝑧3|

2𝑟
                                                                          ....1p 

     ⇒ ℎ =
1

2𝑟
|𝑧1 − 𝑧2| ⋅ |𝑧1 − 𝑧3|  

⇒ 𝑚ⅈ𝑛
𝑎∈ℝ

|𝑎𝑧2 + (1 − 𝑎)𝑧3 − 𝑧1| =
1

2𝑟
|𝑧1 − 𝑧2| ⋅ |𝑧2 − 𝑧3|                                                             ....1p 

 

 

Notă: Orice altă soluţie corectă se punctează corespunzător. 




